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Керованiсть систем лiнiйних диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними

Макаров О. А.

Харкiвький нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна
майдан Свободи, 4, Харкiв, Україна, 61022

makarovifamily07@gmail.com

Отримано необхiднi та достатнi умови повної керованостi систем лiнiйних
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними зi сталими коефiцiента-
ми в просторi Л. Шварца. Знайдено також ряд ефективних достатнiх умов
повної керованостi для окремих випадкiв. Для всiх цiх окремих випадкiв
наведено приклади.
Ключовi слова: повна керованiсть; задача Коши; перетворення Фур’є.

A. A. Makarov. Controllability of systems of linear partial differential
equations. Necessary and sufficient conditions for complete controllability of
systems of linear partial differential equations with constant coefficients in L.
Schwartz space are obtained. A number of sufficient conditions for complete
controllability have also been found for special cases.Examples are given for all
of these special cases.
Keywords: complete controllability; the Cauchy problem; Fourier transform.

Макаров А. А. Управляемость линейных систем дифференциаль-
ных уравнений с частными производными. Получены необходимые
и достаточные условия полной управляемости линейных систем диффе-
ренциальных уравнений с частными производными с постоянными коэф-
фициентами в пространстве Л. Шварца. Найден также ряд достаточных
условий полной управляемости для частных случаев. Для всех этих ча-
стных случаев приведены примеры.
Ключевые слова: полная управляемость; задача Коши; преобразование
Фурье.

2010 Mathematics Subject Classification: 35M10.

1. Вступ та постановка задачi

Теорiї керованостi останнiм часом присвячено багато робiт, але значна ча-
стина з них присвячена звичайним диференцiальним рiвнянням; а з рiвнянь
з частинними похiдними розглядаються здебiльшого рiвняння математичної
фiзики. Наприклад, в роботах Скляра Г. М. та Фардiголи Л.В. [1, 2] розгля-
далась керованiсть хвильового рiвняння.
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У роботi автора [3] була дослiджена керованiсть системи лiнiйних дифе-
рецiальних рiвнянь з частинними похiдними. Крiм того було доведено, що
якщо власнi значення полiномiальної матрицi, по якiй будується ця система,
дiйснi або уявнi, то iснує керування у виглядi u(x)v(t).

У данiй роботi доведено критерiй повної керованостi даної системи у про-
сторi Л. Щварца, а також знайдено ряд ефектiвних достатнiх умов повної
керованостi. Всi цi випадки проiлюстрованi прикладами.

Отримана також умова некерованостi системи, за допомогою якої наведе-
но приклад некерованої системи.

Розглянемо лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь з частинними похi-
дними зi сталими коефiцiентами наступного вигляду

∂w(x, t)

∂t
= P

(
∂

i∂x

)
w(x, t) + v(t)u(x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn

w(x, 0) = ϕ(x),
(1)

де:
— P (s) — квадратна матриця m×m, єлементи якої є полiномами;

— вектор-функцiї u(x) та ϕ(x) належать простору Л. Шварца S =
∞⋂

s,l=0

Csl ,

який складається з нескiнченно-диференцiйованих та швидко спадних фун-
кцiй (див. [4]);
— скалярна функцiя v(t) є кусково-неперервною, але в данiй роботi ми буде-
мо розглядати лише функцiю v(t) = e−αt з α > 0.

Визначення. Система (1) називається повнiстю керованою у просторi
S, якщо для будь-якої функцiї ϕ(x) ∈ S iснує керування u(x) ∈ S таке, що
розв’язок даної системи w(·, t) ∈ S задовольняє умовi w(x, T ) = 0.

2. Критерiй повної керованостi

В статтi [3] була доведена теорема.
Теорема. Система (1) буде повнiстю керованою у просторi S тодi i тiлькi
тодi, якщо iснує обернена матриця T∫

0

exp(−αt) exp (−tP (s)) dt

−1 ∈ C∞−∞, ∀s ∈ Rn,

де C∞−∞ =
∞⋂
s=0

∞⋃
l=0

Cs−l — простiр нескiнченно-диференцiйованих функцiй, яки

зростають не швидше степенi (див. [4]).
Наслiдок. Якщо визначник

∆ = det

T∫
0

exp (−t(P (s) + αE)) dt 6= 0, ∀s ∈ Rn,
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то система (1) буде повнiстю керованою у просторi S (E — одинична матри-
ця).

Це випливає з роботи [5], де доведено, що з умови ∆ 6= 0 випливає нале-
жнiсть оберненої матрицi простору C∞−∞.

Умова наслiдку еквiвалентна наступнiй умовi

exp (−T (λj(s) + α))− 1

λj(s) + α
6= 0, j = 1,m, (2)

де λj(s) — власнi значення матрицi P (s).

Теорема 1. (загальний критерiй керованостi)
Нехай iснує невiд’ємне α таке, що на множинах

Nj = {s ∈ Rn : Reλj(s) = −α} , j = 1,m

виконуються нерiвностi Imλj(s) 6=
2kπ

T
, k = ±1,±2, . . ..

Тодi система (1) є повнiстю керованою.

Дов е д е н н я. У силу наведенного наслiдку достатньо перевiрити умо-

ву (2), яка рiвнозначна тому, що Reλj(s) 6= −α або Imλj(s) 6=
2kπ

T
.

А це, в силу умовi Теореми, виконано.
Теорема доведена.
Приклад 1. Розглянемо систему

∂w1(x, t)

∂t
= 4w2(x, t) + ∆w2(x, t) + u1(x)e−αt,

∂w2(x, t)

∂t
= −2w1(x, t) + ∆w1(x, t) + u2(x)e−αt

, x ∈ Rn.

Запишемо матрицю P (s) для даної системи P (s) =

(
0 4− |s|2
−|s|2 −2

)
, де

|s|2=
n∑
k=1

s2k. Тодi характеристичне рiвняння має вигляд λ2−2λ−|s|4+4|s|2 = 0.

Його коренi λ1,2(s) = 1 ±
√
|s|4 − 4|s|2+1=1 ±

√
(|s|2 − 2)2 − 3 або обидва

дiйснi, або комплекснi з |Imλj(s)| ≤
√

3.

Отже, наприклад, при T = 1 виконується умова Теореми 1: Imλj(s) 6=
2kπ

T
,

k = ±1,±2, . . ., тобто система повнiстю керована.

Теорема 2. (умова некерованостi)
Якщо при будь-яких значеннях α ≥ 0 iснує s0 ∈ Rn i iснує значення λj(s0)

таке, що Reλj(s0) = −α та Imλj(s0) =
2kπ

T
з деяким цiлим k, тодi систе-

ма (1) є некерованою.
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До в е д е н н я. Це випливає з того, що не виконана умова (2).

Приклад 2. Розглянемо систему
∂w1(x1, x2, t)

∂t
= w2(x1, x2, t) + u1(x)e−αt,

∂w2(x1, x2, t)

∂t
= −∆w1(x1, x2, t) + 2

∂w2(x1, x2, t)

∂x1
+ u2(x)e−αt.

Так як матриця для даної системи має вигляд P (s) =

(
0 1

s21 + s22 2is1

)
, то

характеристичне рiвняння буде таким λ2 − 2is1λ− s21 − s22 = 0.
Його коренi λ1,2(s) = is1± s2. Тому у рiвняннi T (is1− s2 +α) = 2kπi завжди

буде дiйсний корiнь
{
s1 = 2kπ/T,
s2 = α

, а значить, система не є керованою.

В цьому випадку керування слiд шукати в iншому виглядi.
Так, в роботi [3] було доведено, що рiвняння

∂w1(x, t)

∂t
= P

(
∂

i∂x

)
w(x, t) + u(x, t), x ∈ Rn, t ∈ [0;T ]

завжди повнiстю кероване в просторi Л. Шварца з керуванням

u(x, t) = F−1s

(
ReP (s) · ϕ̃(s)

exp(−T ·ReP (s))− 1
· exp (i t ImP (s))

)
,

де F−1s — обернене перетворення Фур’є по змiнної s.

Приклад 2-1. Розглянемо рiвняння

∂w1(x1, x2, t)

∂t
=
∂2w1(x1, x2, t)

∂x21
− ∂2w1(x1, x2, t)

∂x22
+

+b1 ·
∂w1(x1, x2, t)

∂x1
+ b2 ·

∂w1(x1, x2, t)

∂x2
+ u(x1, x2, t), b1, b2 ∈ R.

В данному рiвняннi:
— P (s) = −s21 + s22 + ib1s1 + ib2s2,

— ReP (s) = −s21 + s22,

— ImP (s) = b1s1 + b2s2.

Система

{ −s21 + s22 = −α,

b1s1 + b2s2 =
2kπ

T

завжди має дiйснi коренi, тому не iснує

керування вигляду u(x)e−αt. Але iснує керування

u(x, t) = F−1s

(
(−s21 + s22) · ϕ̃(s)

expT (s21 − s22)− 1
· exp(i t (b1s1 + b2s2)

)
=

= G1(x) ∗ ϕ(x1 − b1t, x2 − b2t), де G1(x) = F−1s

(
s22 − s21

expT (s21 − s22)− 1

)
,
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при якому це рiвняння повнiстю кероване у просторi Л. Шварца.

3. Окремi випадки

З теореми 1 випливає ряд важливих наслiдкiв.

Наслiдок 1. Якщо система (1) коректна за Петровським [6], тобто
Reλj(s) < C, або Reλj(s) > −C з деяким C для будь-яких s ∈ Rn та j = 1,m,
то вона є повнiстю керованою.

До в е д е н н я. Перевiримо умову λj(s) + α 6= 2kπ

T
при k 6= 0.

Якщо Reλj(s) < C, то iснує α > C при який Reλj(s) 6= α, тобто нерiвнiсть
доведена. Таким чином, твердження доведено.

Приклад 3. (рiвняння звуку у в’язкому середовищi)
∂w1(x, t)

∂t
= w2(x, t) + u1(x)e−αt,

∂w2(x, t)

∂t
= 2∆w2(x, t) + ∆w1(x, t) + u2(x)e−αt.

Характеристичне рiвняння має вигляд λ2 + 2|s|2λ+ |s|2 = 0.
Його коренi λ1,2(s) = −|s|2 ±

√
|s|4 − |s|2 = −|s|2 ± |s|

√
|s|2 − 1.

При |s| ≥ 1 коренi дiйснi i max
j
Reλj(s) < 0, а при |s| < 1 коренi комплекснi

та max
j
Reλj(s) = 0. Тобто система коректна за Петровським.

Наслiдок 2. Якщо x ∈ R, то система (1) завжди повнiстю керована з
деяким α.

Д о в е д е н н я. Заперечення умови (2) еквiвалентно системi
Reλj(s0) = −α,

Imλj(s0) =
2kπ

T

з деяким j та дiйсним s0.
Випадок дiйснiх власних значень був розглянутий в роботi [3]. Тому розгля-
немо тiльки випадок, коли Imλj(s0) 6= 0.

Друге рiвняння системи має кiнцеве або злiчену кiлькiсть нулiв при фi-
ксованому k, а всього цих коренiв — злiченна множина sk ∈ R. Тодi множина
значень Reλj(sk) теж злiченна i тому завжди знайдеться таке α, при якому
Reλj(sk) 6= −α. Значить iснує α ∈ R таке, що виконується умова (2), а отже
система керована.

3. Висновки

У данiй роботi доведено загальний критерiй керованостi для систем лiнiй-
них диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними у просторi Л. Шварца
з керуванням вигляду u(x)e−αt.
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Також знайденi умови некерованої системи та наведен приклад такої си-
стеми.

Крiм того розглянутi важливi окремi випадки керованих систем: коректнi
за Петровським системи та будь-якi системи з однiєю просторовою змiнною.

Для всiх випадкiв наведенi приклади.
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Керованiсть систем лiнiйних диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними

МакаровО.А.
Харкiвський нацiональний унiверситет iм. В. Н. Каразiна

м. Свободи, 4, Харкiв, Україна, 61022
Останнiм часом теорiя керованостi вивчалася в багатьох роботах. Але чимало з

них присвячено керованим системам, якi описуються звичайними диференцiальни-
ми рiвняннями. У випадку систем, якi описуються диференцiальними рiвняннями

https://orcid.org/0000-0002-9050-4987
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з частинними похiдними, вони вивчалися здебiльшого для класичних рiвнянь ма-
тематичної фiзики. Наприклад, у роботах Г. Скляра i Л. Фардиголи було вивчено
проблеми керованостi для хвильового рiвняння на пiв осi.

У цiй роботi проблему повної керованостi вивчено для систем лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами в просторах Шварца швидко спадних
функцiй. Одержано необхiднi i достатнi умови повної керованостi цих систем з роз-
подiленим керуванням спецiального вигляду: u(x, t) = e−αtu(x).

Для доведення цих умов було використано iншi необхiднi i достатнi умови, одер-
жанi автором ранiше (див. роботу “Керованiсть еволюцiйного диференцiального рiв-
няння в частинних похiдних”. Вiсник Харкiвського нацiонального унiверситету iм.
В.Н. Каразiна. Серiя “Математика, прикладна математика i механiка”. 2016. Т. 83,
с. 47–56 [3]).

Так система

∂w(x, t)

∂t
= P

(
∂

i∂x

)
w(x, t) + e−αtu(x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

є повнiстю керованою в просторi Шварца, якщо iснує α > 0 таке, що

det

(∫ T

0

exp
(
− t(P (s) + αE)

)
dt

)
6= 0, s ∈ RN .

Ця умова єквiвалентна наступнiй умовi: iснує α > 0 таке, що

exp
(
− T (λj(s) + α)

)
6= 1, якщо (λj(s) + α) 6= 0, s ∈ Rn, j = 1,m,

де λj(s), j = 1,m, є власними значеннями матрицi P (s), s ∈ Rn.
Також дослiджено окремий випадок системи (1), для якої Reλj(s), s ∈ R,

j = 1,m, є обмеженими зверху або знизу. Наприклад, системи (1), якi є коректними
за Петровським, є повнiстю керованими.

Одержано також умови iснування системи вигляду (1), яка не є повнiстю керо-
ваною. Наведено приклад такої системи. Проте, якщо керування заданого вигляду
не iснує, то може iснувати керування iншого вигляду. Приклад, що iлюструє цей
ефект, також наведено в роботi.

Ключовi слова: повна керованiсть; задача Кошi; перетворення Фур’є.

Controllability of systems of
linear partial differential equations

A.A.Makarov
V. N. Karazin Kharkiv National University,
4 Svobody sqr., Kharkiv, 61022, Ukraine

In a number of papers, the controllability theory was recently studied. But quite a few
of them were devoted to control systems described by ordinary differential equations. In
the case of systems described by partial differential equations, they were studied mostly
for classical equations of mathematical physics. For example, in papers by G. Sklyar and
L. Fardigola, controllability problems were studied for the wave equation on a half-axis.

In the present paper, the complete controllability problem is studied for systems
of linear partial differential equations with constant coefficients in the Schwartz space of
rapidly decreasing functions. Necessary and sufficient conditions for complete controllabi-
lity are obtained for these systems with distributed control of the special form:
u(x, t) = e−αtu(x).



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том93 (2021) 11

To prove these conditions, other necessary and sufficient conditions obtained earlier
by the author are applied (see “Controllability of evolution partial differential equati-
on”. Visnyk of V. N. Karasin Kharkiv National University. Ser. “Mathematics, Applied
Mathematics and Mechanics”. 2016. Vol. 83, p. 47–56 [3]).

Thus, the system

∂w(x, t)

∂t
= P

(
∂

i∂x

)
w(x, t) + e−αtu(x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

is completely controllable in the Schwartz space if there exists α > 0 such that

det

(∫ T

0

exp
(
− t(P (s) + αE)

)
dt

)
6= 0, s ∈ RN .

This condition is equivalent to the following one: there exists α > 0 such that

exp
(
− T (λj(s) + α)

)
6= 1 if (λj(s) + α) 6= 0, s ∈ Rn, j = 1,m,

where λj(s), j = 1,m, are eigenvalues of the matrix P (s), s ∈ Rn.
The particular case of system (1) where Reλj(s), s ∈ R, j = 1,m, are bounded

above or below is studied. These systems are completely controllable. For instance,
if the Petrovsky well-posedness condition holds for system (1), then it is completely
controllable.

Conditions for the existence of a system of the form (1) which is not completely
controllable are also obtained. An example of a such kind system is given. However, if
a control of the considered form does not exists, then a control of other form solving
complete controllability problem may exist. An example illustrating this effect is also
given in the paper.

Keywords: complete controllability; Cauchy problem; Fourier transform.

Article history: Received: 17 March 2021; Final form: 25 May 2021;
Accepted: 30 May 2021.
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Speed of convergence of complementary
probabilities on finite group

A. L. Vyshnevetskiy

Kharkiv National Automobile and Highway University,
25 Yaroslava Mudrogo str., Kharkiv, 61002, Ukraine.

E-mail: alexwish50@gmail.com

Let RG be a group algebra of a finite group G over the field R of real
numbers. A probability P (g) on the group G corresponds to an element
p =

∑
g
P (g)g ∈ RG; we call it probability on the algebra RG. For a natural

number n, n-fold convolution of probability P on G corresponds to pn ∈ RG.
Let e ∈ RG be the probability that corresponds to the uniform probability
E(g) = |G|−1(g ∈ G). Two probabilities p, p1 ∈ RG are called complementary,
if their convex linear combination equals to e, i.e. αp+ (1− α)p1 = e for some
α, 0 < α < 1. We find condition for existence of such α and compare ‖ pn− e ‖
and ‖ p1n − e ‖ for arbitrary norm ‖.‖.
Keywords: probability; finite group; convergence; convolution; group algebra.

Вишневецький О. Л.Швидкiсть збiжностi додаткових ймовiрностей
на скiнченнiй групi. Нехай RG – групова алгебра скiнченної групи G
над полем R дiйсних чисел. Iмовiрнiсть P (g) на групi G вiдповiдає еле-
менту p =

∑
g
P (g)g ∈ RG; ми називаємо її ймовiрнiстю на алгебрi RG.

Для натурального числа n, n-кратна згортка ймовiрностi P на G вiдпо-
вiдає pn ∈ RG. Нехай e ∈ RG – ймовiрнiсть, що вiдповiдає рiвномiрнiй
ймовiрностi E(g) = |G|−1(g ∈ G). Двi ймовiрностi p, p1 ∈ RG називаю-
ться додатковими, якщо їх опукла лiнiйна комбiнацiя дорiвнює e, тобто
αp+(1−α)p1 = e для деякого α, 0 < α < 1. Ми знаходимо умови iснування
такого α i порiвнюємо ‖ pn − e ‖ i ‖ p1n − e ‖ для довiльної норми ‖.‖.
Ключовi слова: ймовiрнiсть; скiнченна група; збiжнiсть; групова алгебра.

Вишневецкий А. Л. Скорость сходимости дополнительных вероя-
тностей на конечной группе. Пусть RG – групповая алгебра конечной
группы G над полем R вещественных чисел. Вероятность P (g) на группе G
соответствует элементу p =

∑
g
P (g)g ∈ RG; мы называем её вероятностью

на алгебре RG. Для натурального числа n, n-кратная свертка вероятности
P на G соответствует pn ∈ RG. Пусть e ∈ RG – вероятность, соответ-
ствующая равномерной вероятности E(g) = |G|−1(g ∈ G). Две вероятно-
сти p, p1 ∈ RG называются дополнительными, если их выпуклая линейная
комбинация равна e, т. е. αp+(1−α)p1 = e для некоторого α, 0 < α < 1.
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Мы находим условия существования такого α и сравниваем ‖ pn − e ‖ и
‖ p1n − e ‖ для произвольной нормы ‖.‖.
Ключевые слова: вероятность; конечная группа; сходимость; групповая ал-
гебра.

2010 Mathematics Subject Classification: prim. 60B15, 60B10; sec. 20D99.

1. Introduction

Let G be a finite group of order |G|, RG the group algebra of the group G over
the field R of real numbers. Each real function F (g) on the group G corresponds
to an element f =

∑
g
F (g)g ∈ RG (we write

∑
g

instead of
∑
g∈G

). We denote a

function on the group G with a capital letter and the corresponding element of
RG with the same (but small) letter, and call the latter a probability on RG. For

instance, the trivial (uniform) probability E(g) =
1

|G|
(g ∈ G) corresponds to the

element

e =
1

|G|
∑
g

g ∈ RG.

Exploring probabilities on group algebras is sometimes more convenient than on
groups (see e.g. [4])

Convolution of two functions P , Q on G

(P ∗Q)(h) =
∑
g

P (g)Q(g−1h) (h ∈ G)

corresponds to product pq of corresponding elements p, q ∈ RG.
Let function P (g) be a probability on a group G, i.e.

P (g) ≥ 0 (g ∈ G),
∑
g

P (g) = 1 (1)

and P (n) = P ∗ ... ∗ P (n times) an n-fold convolution of function P . There is a
lot of works devoted to evaluation of speed of convergence of P (n) to the uniform
probability E(g) on G at n → ∞ (see e.g. review [2]). In other words, a norm
of ‖ pn − e ‖ is evaluated (for different norms) at n→∞. The case when pn = e
for some finite n was studied in [4]. Conditions for convergence pn to e are well
known, some refinements are in [3].

For any element b =
∑
g
bgg ∈ RG we denote |b| =

∑
g
|bg| ∈ R. We write b ≥ 0

if bg ≥ 0 for all g ∈ G. Now for any probability

p =
∑
g

agg (2)
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on RG conditions (1) can be written as follows:

p ≥ 0, |p| = 1 (3)

Since h
∑
g
g =

∑
g
g for any h ∈ G, then he = e and by linearity, we get

be = |b|e for any element b =
∑
g
bgg ∈ RG. So

pe = e (4)

for any probability p ∈ RG.

2. Theorem

We study the case when a linear combination of two probabilities on RG
equals to e. Since |a| + |b| = |a + b| for any a, b ∈ RG, then from (3) this linear
combination must be convex.

Convex linear combinations of idempotent distributions on countable groups
were studied in [1])

Definition 1. Probabilities p, p1 ∈ RG are called complementary, if their convex
linear combination equals to e, i.e.

αp+ (1− α)p1 = e (5)

for some number α, 0 < α < 1.

We find out when for a given probability p ∈ RG a complementary probability
p1 ∈ RG exists, i.e.

p1 =
e− αp
1− α

(6)

is a probability for a number α, 0 < α < 1. By (3) we have to check if p1 ≥ 0 and
|p1| = 1. We also compare ‖pn − 1‖ and ‖pn1 − 1‖ (n is a natural number) for any
norm ‖.‖.

Theorem 1. Let p =
∑
g
agg be a probability in algebra RG, a = max

g∈G
ag. Then

for any α, 0 < α ≤ 1

a|G|
there exist a probability p1 ∈ RG such that (5) holds.

Moreover,

‖pn1 − e‖ =
1

(α−1 − 1)n
‖pn − e‖. (7)

P r o o f. Let p1 be as defined in (6). p1 ≥ 0 if and only if (1− α)p1 ≥ 0. By (5)

(1− α)p1 = e− αp =
∑
g

( 1

|G|
− αag

)
g.
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So p1 ≥ 0 if and only if ∑
g

( 1

|G|
− αag

)
g ≥ 0,

i.e.

1

|G|
− αag ≥ 0

for any g ∈ G. It is equivalent to

α ≤ 1

a|G|
(8)

where a = max
g∈G

ag. This necessary condition for two complementary probabilities

to exist is equivalent to the condition p1 ≥ 0. Now we prove that |p1| = 1:

|(1− α)p1| = |e− αp| =
∑
g

( 1

|G|
− αag

)
=
∑
g

1

|G|
− α

∑
g

ag = 1− α|p| = 1− α

i.e. |p1| = 1 (as α 6= 1). So under condition (8) p1 is a probability.
Now we compare ‖pn− 1‖ and ‖pn1 − 1‖ (n is a natural number) for any norm

‖.‖. As well known, e is an idempotent of the algebra RG: ek = e for any natural
number k. Taking into account the binomial formula, (4) and (6), we obtain:

(1− α)npn1 = (e− αp)n =

= en − C1
ne

n−1αp+ C2
ne

n−2α2p2 − · · ·+ (−1)nCn−1
n eαn−1pn−1 + (−1)nαnpn =

= e
(
1− C1

nα+ · · ·+ (−1)n−1Cn−1
n αn−1 + (−1)nαn − (−1)nαn

)
+ (−1)nαnpn =

= e(1− α)n + (−1)nαn(pn − e).

We divide by (1− α)n:

pn1 =
e(1− α)n + (−1)nαn(pn − e)

(1− α)n
= e+

(−1)nαn

(1− α)n
(pn − e).

Then

‖pn1 − e‖ =
∥∥∥(−1)nαn

(1− α)n
(pn − e)

∥∥∥ =
αn

(1− α)n
‖pn − e‖ = 1

(α−1 − 1)n
‖pn − e‖.

The theorem is proved. It can be formulated as follows.
If αp + (1 − α)p1 = e for probabilities p, p1 ∈ RG and some number α,

0 < α < 1, then α ≤ 1

a|G|
, where a = max

g∈G
ag and equality (7) holds.

Corollary 1. If a =
2

|G|
, then ‖pn1 − e‖ = ‖pn − e‖.
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Indeed, if a =
2

|G|
, one can put α =

1

2
in (2.3).

Corollary 2. pn converges to e iff pn1 converges to e.
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Швидкiсть збiжностi додаткових ймовiрностей
на скiнченнiй групi.
ВишневецькийО.Л.

Харкiвський нацiональний автомобiльно-дорожний унiверситет,
вул. Ярослава Мудрого 25, Харкiв, Україна, 61002

Нехай функцiя P є ймовiрнiстю на скiнченнiй групi G, тобто P (g) ≥ 0
(g ∈ G),

∑
g P (g) = 1 (ми пишемо

∑
g

замiсть
∑
g∈G

). Згортка двох функцiй P , Q

на групi G є (P ∗ Q)(h) =
∑
g
P (g)Q(g−1h) (h ∈ G). Нехай E(g) = 1

|G|
∑
g
g є рiв-

номiрною (тривiальною) ймовiрнiстю на групi G, P (n) = P ∗ ... ∗ P (n разiв) - n
-кратна згортка P . За добре вiдомої нескладної умови ймовiрнiсть P (n) збiгається
до E(g) при n → ∞. Багато робiт присвячено оцiнцi швидкостi цiєї збiжностi для
рiзних норм. Будь-яка ймовiрнiсть (i, загалом, будь-яка функцiя зi значеннями в
полi R дiйсних чисел) на групi може бути пов’язана з елементом групової алгебри
цiєї групи над полем R. Це можна зробити наступним чином. Нехай RG - групова
алгебра скiнченної групи G над полем R. Ймовiрнiсть P (g) на групi G вiдповiдає
елементу p =

∑
g
P (g)g алгебри RG. Ми позначаємо функцiю на групi G великою

https://orcid.org/0000-0003-1757-0416
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-662-09444-0_5
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лiтерою, а вiдповiдний елемент з RG тiєю ж (але малою) лiтерою, i останнiй на-
зиваємо ймовiрнiстю на RG. Наприклад, рiвномiрна ймовiрнiсть E(g) вiдповiдає
елементу e = 1

|G|
∑
g
g ∈ RG. Згортка двох функцiй P,Q на G вiдповiдає добутку

pq вiдповiдних елементiв P,Q в груповiй алгебрi RG. Для натурального числа n,
n-кратна згортка ймовiрностi P на G вiдповiдає елементу pn ∈ RG. У статтi ми
вивчаємо випадок, коли лiнiйна комбiнацiя двох ймовiрностей в алгебрi RG дорiв-
нює ймовiрностi e ∈ RG. Така лiнiйна комбiнацiя повинна бути опуклою. Точнiше,
ми спiвставляємо ймовiрностi p ∈ RG iншу ймовiрнiсть p1 ∈ RG наступним чином.
Двi ймовiрностi p, p1 ∈ RG називаються додатковими, якщо їх опукла лiнiйна ком-
бiнацiя дорiвнює e, тобто αp + (1 − α)p1 = e для деякого числа α, 0 < α < 1. Ми
знаходимо умови iснування такого α i порiвнюємо ‖ pn − e ‖ та ‖ p1n − e ‖ для
довiльної норми ‖.‖.
Ключовi слова: ймовiрнiсть; скiнченна група; збiжнiсть; згортка; групова алгебра.

Speed of convergence of complementary probabilities
on finite group.
A.L.Vyshnevetskiy

Kharkiv National Automobile and Highway University,
25 Yaroslava Mudrogo str., Kharkiv, 61002, Ukraine

Let function P be a probability on a finite group G, i.e. P (g) ≥ 0 (g ∈ G),
∑
g
P (g) = 1

(we write
∑
g

instead of
∑
g∈G

). Convolution of two functions P, Q on group G is

(P ∗ Q)(h) =
∑
g
P (g)Q(g−1h) (h ∈ G). Let E(g) = 1

|G|
∑
g
g be the uniform (trivial)

probability on the group G, P (n) = P ∗ ... ∗ P (n times) an n-fold convolution of P .
Under well known mild condition probability P (n) converges to E(g) at n → ∞. A lot
of papers are devoted to estimation the rate of this convergence for different norms. Any
probability (and, in general, any function with values in the field R of real numbers) on
a group can be associated with an element of the group algebra of this group over the
field R. It can be done as follows. Let RG be a group algebra of a finite group G over
the field R. A probability P (g) on the group G corresponds to the element p =

∑
g
P (g)g

of the algebra RG. We denote a function on the group G with a capital letter and
the corresponding element of RG with the same (but small) letter, and call the latter a
probability on RG. For instance, the uniform probability E(g) corresponds to the element
e = 1

|G|
∑
g
g ∈ RG. The convolution of two functions P,Q on G corresponds to product

pq of corresponding elements p, q in the group algebra RG. For a natural number n, the
n-fold convolution of the probability P on G corresponds to the element pn ∈ RG. In
the article we study the case when a linear combination of two probabilities in algebra
RG equals to the probability e ∈ RG. Such a linear combination must be convex. More
exactly, we correspond to a probability p ∈ RG another probability p1 ∈ RG in the
following way. Two probabilities p, p1 ∈ RG are called complementary if their convex
linear combination is e, i.e. αp+ (1 − α)p1 = e for some number α, 0 < α < 1. We find
conditions for existence of such α and compare ‖ pn−e ‖ and ‖ p1n−e ‖ for an arbitrary
norm ‖.‖.
Keywords: probability; finite group; convergence; convolution; group algebra.
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Implicit linear difference equations over
a non-Archimedean ring
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The present article gives sufficient conditions for the existence and uniqueness
of the solution of an implicit linear difference equation of an arbitrary order
over a certain class of non-Archimedean rings, in particular a ring of formal
power series. It is shown that this solution can be found using the Cramer rule.
Some results on such equations over a ring of polynomials are also given.
Keywords: difference equations; non-Archimedean valuation; ring of polynomi-
als.

Гончарук А. Б.Неявнi лiнiйнi рiзницевi рiвняння над неархiмедови-
ми кiльцями. У статтi наводяться достатнi умови для iснування та єдино-
стi розв’язку неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння будь-якого порядку
над деяким класом неархiмедових кiлець, зокрема кiльцем формальних
степеневих рядiв. Показано, що цей розв’язок можна знайти за допомогою
правила Крамера. Також наведенi деякi результати щодо таких рiвнянь
над кiльцем полiномiв.
Ключовi слова: рiзницеве рiвняння; неархiмедове нормування; кiльце полi-
номiв.

Гончарук А. Б.Неявные линейные разностные уравнения над неар-
химедовыми кольцами. В статье приводятся достаточные условия су-
ществования и единственности решения неявного линейного разностного
уравнения любого порядка над некоторым классом неархимедовых колец,
в частности над кольцом формальных степенных рядов. Показано, что это
решение может быть найдено с помощью правила Крамера. Приводятся
также некоторые результаты, касающиеся таких уравнениях над кольцом
многочленов.
Ключевые слова: разностные уравнения; неархимедово нормирование;
кольцо многочленов.

2010 Mathematics Subject Classification: 12J25; 39A06.

1. Introduction

In the article [1] a simple interesting fact about recurrence equations is
discovered: there is shown that the infinite implicit system of linear equations
in variables x0, x1, x2, . . .
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bxn+1 = axn + fn, n = 0, 1, 2, . . . ,

where a, b, fn ∈ Z, b 6= ±1 and a and b are coprime, which has infinitely many
solutions over Q, may have either no integer solution or exactly one.

It is proven that there exists a unique solution from the ring of p-adic integers
Zp and this solution is found explicitly as a sum of series converging in Zp with
respect to the well-known non-Archimedean valuation (see [1, Cor.2.1]).

In [2] it is shown that this unique solution can be found using the Cramer‘s
rule. In [3] both these results are generalized for the second order equation.

Let us consider the similar equation over the ring of polynomials with the
coefficients from some field K:

b(z)xn+1(z) = a(z)xn(z) + fn(z), n = 0, 1, 2, . . . ,

where a(z), b(z), fn(z) ∈ K[z], deg b ≥ 1.
Since for obtaining the solution over Z we considered the equation over the

completion of Z, i.e. Zp, then for obtaining the solution over K[z] it is naturally
to consider the equation over the completion of K[z], i.e. K[[z]]. This analogy is
described, for instance, in [4, §7].

In the present article a construction integrating these two cases is described:
the ring of p-adic integers is a particular case of the valuation ring of a field with a
non-Archimedean valuation Qp, the ring of formal power series also is a valuation
ring of a field of formal Laurent series ([5, Ch. XII, §6]).

The results for the finding a solution of such an equation over the ring of
integers are generalized to an equation of the arbitrary order and for the class of
rings, which are valuation rings of non-Archimedean field. The results obtained
in this article also clarify the previous results for integers.

In Theorems 1 and 2 of Section 2 a sufficient conditions for the uniqueness
and existence of a solution of n-th order difference equation over the valuation
ring of a field with a non-Archimedean valuation is formulated. The solution is
explicitly found as a sum of the series (see Theorem 2), converging with respect
to the non-Archimedean valuation in the field. In Section 3 it is shown that this
unique solution can be found using the Cramer‘s rule.

Section 4 is devoted to the equations over the ring of polynomials. The
results of Section 2, applied to the equations over the field of formal power series
(Corollaries 2 and 3), require some additional study to check the existence of a
polynomial solution. There is given Theorems 4, 5 and 6, facilitating this checking
in different particular situations and some specific examples of its applying.

2. Existence and uniqueness theorems

Consider a field F with a non-Archimedean valuation | · | (see [6, 1.2]) and its
valuation ring R = {s ∈ F : |s| ≤ 1} (see [5, Ch. XII, §4]).
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Theorem 1. Suppose aj ∈ R, |aj | < |a0| for all 1 ≤ j ≤ m, and fn ∈ R for
n = 0, 1, 2, . . .. Then the following implicit difference equation

amwn+m + am−1wn+m−1 + . . .+ a1wn+1 + a0wn = fn, n = 0, 1, 2, . . . (1)

has no more than one solution over R.

Proof. To prove the uniqueness of solution of the equation (1) it is enough to
proof that the homogeneous equation

amwn+m + am−1wn+m−1 + . . .+ a1wn+1 + a0wn = 0, n = 0, 1, 2, . . . (2)

has only trivial solution wn = 0 for any n over R.
Over the field F the solution {wn} satisfies

wn = −am
a0
wn+m −

am−1
a0

wn+m−1 − . . .−
a1
a0
wn+1, n = 0, 1, 2, . . . . (3)

Then, taking into account that the valuation is non-Archimedean, we obtain
|wn| ≤ max

1≤i≤m
{|aiwn+ia0 |}. Therefore for any n there is i such that |aiwn+ia0 | ≥ |wn|.

By r denote max
1≤j≤m

{|aja0 |}. Note that by assumptions of the theorem, r < 1. We

obtain that for any n there is i such that |wn| ≤ r|wn+i|.
Thus starting with w0 one can construct a subsequence {wni} such that n0 = 0

and |wni | ≤ r|wni+1 | for all i. It means that |w0| ≤ ri · |wni | for any i. Since |wn|
belongs to R then |wn| ≤ 1 for all n, then |w0| ≤ ri for any i. Note also that by
the assumption of the theorem, r < 1. Thus w0 = 0 and consequently wn = 0 for
all n.

The proof is complete.

Remark 3.1. Suppose R0 is a factorial ring, v ∈ R0 is a prime element ([5,
Ch.XII, 4]). Then any element x from the field of fractions Frac(R0) has a unique
representation x = vt ·c such that t ∈ Z and c = r

s , where r, s ∈ R0 and both of r,
s have not v in their factorizations. By definition, put |x|v = 2−t. The valuation
| · |v is non-Archimedean over Frac(R0) and R0 is a valuation ring for Frac(R0).

Over the ring R0 the assumption |aj |v< |a0|v≤1 of Theorem 1 can be rewritten
in the following form: if aj = vtj ·cj, where tj ∈ Z and cj =

rj
sj , where rj, sj ∈ R0

and both of rj, sj have not v in their factorizations, then tj > t0 ≥ 0 for all
0 ≤ j ≤ m.

In this case Theorem 1 yields, for instance, the following consequence:

Corollary 1. If there exists v ∈ R0 such that v does not divide a0 and v divides
aj for all 1 ≤ j ≤ m, then the equation (1) has no more than one solution
over R0.

The following theorem gives a sufficient condition for the existence of solutions
of Equation (1) over the ring R.
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Suppose conditions of Theorem 1 hold and |a0| = 1. Then a0 is invertible in
R. Indeed, in the field F there is an element a−10 and |a−10 | = 1, thus it belongs
to R. Thus the following infinite linear system

y0 = 1,
a0yk + a1yk−1 + a2yk−2 + . . .+ aky0 = 0, k = 1, . . . ,m− 1

a0yk + a1yk−1 + a2yk−2 + . . .+ amyk−m = 0, k = m,m+ 1,m+ 2, . . .
(4)

is explicit. It has a unique solution {yn}∞n=0 over R. The following theorem descri-
bes a solution of (1).

Theorem 2. Let the field F be complete. If |aj | < |a0| = 1 for all 1 ≤ j ≤ m,
all the following series

wn =

∞∑
k=0

yk
fn+k
a0

, n = 0, 1, 2, . . . (5)

converge in R with respect to the valuation | · |. This sequence {wn} is a unique
solution of (1).

Proof. The valuation |·| is non-Archimedean, so to prove the series (5) converge

over R it is enough to prove that
∣∣∣yk fn+ka0

∣∣∣ tends to zero. ([6, 2.1])

Since fn, a−10 both belong to R, then
∣∣∣fn+ka0

∣∣∣ ≤ 1. Let us prove that

|yn| ≤ r[
n
m ] · S, where S = max

0≤j≤m−1
{|yj |} and r = max

1≤j≤m
{|aj |}.

The proof is by induction on n. For the cases n < m, there is nothing to proof.
Indeed, |yn| ≤ S = max

0≤j≤m−1
{|yj |}.

For the case n = m = m+ 0, by the system (4), we get

ym = −a1
a0
ym−1 −

a2
a0
ym−2 − . . .−

am
a0
y0,

so, keeping in mind that | · | is non-Archimedean and |a0| = 1, we can estimate

|ym| =
∣∣∣∣a1a0 ym−1 +

a2
a0
ym−2 + . . .+

am
a0
y0

∣∣∣∣ ≤ max
1≤j≤m

{|ajym−j |} ≤ r · S.

For the inductive step assume that the inequality holds for n ≤ m+k−1. Let
us prove that it holds also for n = m+ k, i.e. |yn| ≤ r[

k+m
m ] · S.

By the system (4), we get

yk+m = −a1
a0
yk+m−1 −

a2
a0
yk+m−2 − . . .−

am
a0
yk,

so, keeping in mind that | · | is non-Archimedean and |a0| = 1, we can estimate

|yk+m| ≤ max
1≤j≤m

{|ajyk+m−j |} ≤ r · max
1≤j≤m

{|yk+m−j |}
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By the inductive assumptions, |yj | ≤ r[
j
m ] ·S ≤ r[

k
m ] ·S for all k ≤ j ≤ k+m− 1,

that is max
1≤j≤m

{|yk+m−j |} ≤ r[
k
m ] ·S. It follows that |yk+m| ≤ r ·r[

k
m ] ·S = r[

k+m
m ] ·S.

Therefore, by the principle of induction, the inequality |yn| ≤ r[
n
m ] · S is true

for any n ∈ N0.
Since r < 1, then |yn| tends to 0, so the series (5) converges.
To verify that (5) satisfies (1), let us substitute it into the equation. Taking

into account that {yn}∞n=0 satisfies (4), we obtain

amwn+m + am−1wn+m−1 + . . .+ a1wn+1 + a0wn =
1

a0

m∑
i=0

∞∑
k=0

aiykfn+k+i =

=
1

a0

m−1∑
i=0

fi+n

i∑
j=0

ajyi−j +
1

a0

∞∑
i=m

fi+n

m∑
j=0

ajyi−j = fn. (6)

The proof is complete.

Remark 3.2. In the particular case m = 1 we have the equation

a1wn+1 + a0wn = fn, n = 0, 1, 2, . . . , (7)

which has a unique solution over R if |a0| = 1 and |a1| < 1. By Theorem 1, this
solution has the form of series (5). In this case (4) has a solution

yk = (−1)k
ak1
ak0
, k = 0, 1, 2, . . . ,

so the solution of (7) can be written as

wn =

∞∑
k=0

(−1)k
ak1
ak+1
0

fn+k, n = 0, 1, 2, . . . , (8)

In the particular case R = Zp this result is obtained in [1].

Remark 3.3. The case m = 2 is described in details over the ring of integers
in [3].

3. Cramer formulas

Suppose F is a field of characteristic zero with a non-Archimedean valuation
| · | and for the equation (1) conditions of Theorem 2 hold. Then it has a unique
solution over R, which can be found using Cramer’s rule.

Since a0 is invertible, without loss of generality one can consider the following
equation instead of (1):

amwn+m + am−1wn+m−1 + . . .+ a1wn+1 + wn = fn, n = 0, 1, 2, . . . (9)
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It can be written as a system of linear equations in this way:

Aw = f, A =


1 a1 a2 a3 · · · am 0 0 · · ·
0 1 a1 a2 · · · am−1 am 0 · · ·
0 0 1 a1 · · · am−2 am−1 am · · ·
...

...
...

...
. . .

...
...

...
. . .

, f =


f0
f1
f2
...


Let An be obtained from the matrix A by replacing the n-th column with the
vector f .

By ∆j (respectively, ∆n,j) denote the principal corner minor of the (j + 1)th
order of the matrix A (respectively, An).
Theorem 3. Suppose the conditions of Theorem 2 hold. Then the unique solution
over R can be found using Cramer’s rule:

wn =
detAn
detA

, n = 0, 1, 2, . . . (10)

where the determinants are defined as following limits in R with the valuation | · |:

detA = lim
r→∞

∆r,

detAn = lim
r→∞

∆n+1,r, n = 0, 1, 2, . . .

Proof. By Theorems 1 and 2, equation (1) has a unique solution over R in the
form (5). Let us show that this solution coincides with the Cramer formulas (10).
Note that ∆j = 1 for all j, so detA = 1. Let us consider

A1 =


f0 a1 a2 a3 · · · am 0 0 · · ·
f1 1 a1 a2 · · · am−1 am 0 · · ·
f3 0 1 a1 · · · am−2 am−1 am · · ·
...

...
...

...
. . .

...
...

...
. . .


Denote by Bk the determinant formed by the first k columns and rows of the
matrix 

a1 a2 · · · am 0 0
1 a1 · · · am−1 am 0
0 1 · · · am−2 am−1 am
0 0 · · · am−3 am−2 am−1
...

...
. . .

...
...

...

 .

Add also B0 = 1. If 0 < k < m it is written as

Bk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 · · · ak−1 ak
1 a1 · · · ak−2 ak−1
0 1 · · · ak−3 ak−2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · a1 a2
0 0 · · · 1 a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Considering the ∆1,j and decomposing it relative to the first column, we get the
partial sums of

detA1 = f0 +
m∑
j=1

(−1)jfjBj

We should prove that the right-hand side of this formula coincides with
r∑

k=0

ykfk,

so we should prove that yk = (−1)kBk if k ≥ 1.
Recurrence equations{

yk + a1yk−1 + a2yk−2 + . . .+ aky0 = 0, k = 1, . . . ,m− 1
yk + a1yk−1 + a2yk−2 + . . .+ amyk−m = 0, k = m,m+ 1,m+ 2, . . .

(11)

with the initial condition y0 = 1 give a unique sequence {yk}∞k=0. Thus we should
prove that {(−1)kBk}∞k=0 is a solution of these equations too.

Decomposing Bk relative to the first row, we get{
Bk = a1Bk−1 − a2Bk−2 + a3Bk−3 − . . .+ (−1)m−1amBk−m, if k ≥ m
Bk = a1Bk−1 − a2Bk−2 + a3Bk−3 − . . .+ (−1)kakB0, if k < m

Hence,{
Bk − a1Bk−1 + a2Bk−2 − a3Bk−3 − . . .+ (−1)k+1akB0 = 0, if k < m

Bk − a1Bk−1 + a2Bk−2 − a3Bk−3 + . . .+ (−1)mamBk−m = 0, if k ≥ m

It follows that {(−1)kBk}∞k=0 is a solution of (11). Thus yk = (−1)kBk for any k,
therefore detA1 = w0.

Now consider Aj and its minor of i-th order. Note that we are interested in
the limit by i, so it is enough to consider i such that i > j and i > m.

1 a1 a2 · · · aj−2 aj−1 f0 aj+1 · · · am 0 · · ·
0 1 a1 · · · aj−3 aj−2 f1 aj · · · am−1 am · · ·
0 0 1 · · · aj−4 aj−3 f2 aj−1 · · · am−2 am−1 · · ·
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
...

. . .
0 0 0 · · · 1 a1 fj−1 a3 · · · am−j−1 am−j · · ·
0 0 0 · · · 0 1 fj a2 · · · am−j−2 am−j−1 · · ·
0 0 0 · · · 0 0 fj+1 a1 · · · am−j−3 am−j−2 · · ·
0 0 0 · · · 0 0 fj+2 1 · · · am−j−4 am−j−3 · · ·
0 0 0 · · · 0 0 fj+3 0 · · · am−j−5 am−j−4 · · ·
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
...

. . .


We see that its determinant equals detA1, in which the vector
(fj+1, fj+2, fj+3, . . .)

ᵀ is taken instead of f . It follows that ∆j,i =
∑i

k=0 ykfj+k,
so detAj =

∑∞
k=0 ykfj+k.
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The proof is complete.

4. Implicit linear difference first-order equation
over the ring of polynomials

Let K be a field with the characteristic zero. For any z0 ∈ K we can consider
the ring of formal power seriesK[[z−z0]]. It is a factorial ring ([5, Ch.IV, Th.9.3.]),
so we can construct its field of fractions and valuation ring as in Remark 3.1. This
field of fractions is a field of Laurent seriesK((z−z0)), it is complete. By definition,
for w ∈ K((z − z0)) put |w(z − z0)|z−z0 = 2t, where t is the smallest integer for
that (z − z0)t · w(z − z0) ∈ K[[z − z0]] (see [5, Ch.XII, §6]).

Then Theorems 1 and 2 yield the following corollaries:

Corollary 2. Let us consider the equation

b(z − z0)wn+1(z − z0) + fn(z − z0) = a(z − z0)wn(z − z0), n = 0, 1, 2, . . . , (12)

where b(z − z0), a(z − z0), fn(z − z0) ∈ K[[z − z0]].
Suppose a(z− z0) = (z− z0)k ·a1(z− z0) and b(z− z0) = (z− z0)m · b1(z− z0),

where a1(z0) 6= 0, b1(z0) 6= 0 and k,m are non-negative integers. If k < m,
then there exists at most one sequence of formal power series {wn(z − z0)} that
satisfies (12).

Corollary 3. Suppose a(z0) 6= 0 and b(z0) = 0. Then the sequence of series

wn(z − z0) =

∞∑
i=0

bi(z − z0)
ai+1(z − z0)

fn+i(z − z0), n = 0, 1, 2, . . . , (13)

is a unique solution of (12) over K[[z − z0]].

Two previous results are related to the solution in the ring of formal power
series. They imply also the following result, concerning the solution over the ring
of polynomials.

Suppose a(z), b(z), fn(z) ∈ K[z]. Let us consider the equation

b(z)wn+1(z) + fn(z) = a(z)wn(z), n = 0, 1, 2, . . . . (14)

Since any polynomial can be rewritten as a formal power series fromK[[z−z0]]
for any z0, then this equation can be consider over K[[z − z0]] for any z0.

Corollary 4. If for some z0 Equation (14), considering over K[[z − z0]], sati-
sfies the assumptions of Corollary 2, then Equation (14) has no more than one
polynomial solution. If also the conditions of Corollary 3 hold for this z0, then
either sequence of sums

wn(z) =

∞∑
i=0

bi(z)

ai+1(z)
fn+i(z), n = 0, 1, 2, . . . , (15)

is a sequence of polynomials that solves (14) or there is no polynomial solution of
(14).
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Proof. By Corollary 2, Equation (14) has no more than one formal power series
solution (15). It is only candidate for being the polynomial solution.

The following example shows that it may be no polynomial solution of Equati-
on (14).

Example 1. The equation

zwn+1 + 1 = wn, n = 0, 1, 2, . . . ,

has no polynomial solution. Indeed, we are under the conditions of Corollary 4,
so there is unique formal power series solution wn(z) = 1 + z + z2 + z3 + . . . for
all n, which obviously is not a polynomial.

The following theorem directly follows from Corollary 4 if K is algebraically
closed. In the general case it needs a proof.

Theorem 4. The homogeneous equation

b(z)wn+1(z) = a(z)wn(z), n = 0, 1, 2, . . . (16)

has only zero solution if and only if b(z) does not divide a(z). Thus Equation
(14) has at most one polynomial solution if b(z) does not divide a(z).

Proof. Indeed, since b(z) does not divide a(z), there exists p(z) ∈ K[z] such
that p(z) divides b(z) but does not divide a(z). Also, (16) means that

bn(z)

an(z)
wn(z) = w0(z), n = 0, 1, 2, . . . .

We get that w0(z) is divisible by pn(z) for any degree n, which is impossible for
a non-zero element w0(z). Since w0(z) = 0, then wn(x) = 0 for any n.

If b(z) divides a(z), then the equation (14) can be rewritten in an explicit
form. It follows that there exist infinitely many solutions of this equation: one for
each initial value w0.

The proof is complete.

Example 2. Suppose fn(z) = f(z) for each n, and suppose b(z) does not
divide a(z). Suppose there exists a solution {wn} of the difference equation

b(z)wn+1(z) + f(z) = a(z)wn(z).

Consider the sequence {wn+1}. Obviously, it also satisfies these equalities. By
the uniqueness of the solution, we get wn = wn+1 for all n. It means that if
the solution exists, it is constant. Therefore, it should satisfy the equality

b(z)w(z) + f(z) = a(z)w(z),

so we obtain that
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wn(z) = w(z) =
f(z)

a(z)− b(z)

is the only candidate to be a solution, thus there exists a solution if and only if
a(z)− b(z) divides f(z).

Particularly the equation zwn+1 + 1 = wn, n = 0, 1, 2, . . . from the previous
example has no polynomial solution since b(z) − a(z) = 1 − z does not divide
f(z) = 1.

The example considered shows that the equation may have no polynomial
solution, and to check that using Corollary 4, one have to check whether the
sequence of formal power series (15) is a sequence of polynomials. The following
result gives that it is enough to check whether only the first term w0(z) is a
polynomial.

Theorem 5. Suppose a(z) = 1. If the w0 from (15) is a polynomial, then wn
from (15) is a polynomial for any n.

Proof. Let us prove this by induction. Since {wn} satisfies the equation, then

wn+1(z) =
wn(z)− fn(z)

b(z)
, n = 0, 1, 2, . . .

Since wn(z) and fn(z) both are polynomials, then wn(z)−fn(z) is a polynomial
too. Let us prove that b(z) divides it. By (15), we get

wn(z)− fn(z) = b(z)
(
fn+1(z)+ b(z)fn+2(z)+ b2(z)fn+3(z)+ . . .

)
, n = 0, 1, 2, . . .

(17)
Let us choose z̃ from the algebraic closure K̃ of K such that z− z̃ divides b(z).

Then b(z̃) = 0.
Let b̂(z − z̃) = b(z) and f̂n(z − z̃) = fn(z) for any n. Find the {wn(z)} as

a sequence of formal power series ŵn(z − z̃) from K̃[[z − z̃]]. Then for any n we
obtain an equality between two formal power series from K̃[[z − z̃]]:

b̂(z − z̃)
∞∑
i=0

b̂i(z − z̃)f̂n+i+1(z − z̃) = ŵn(z − z̃)− f̂n(z − z̃).

Since b(z̃) = 0, then b̂(0) = 0. Thus wn(z̃) − fn(z̃) = ŵn(0) − f̂n(0) = 0, it
means that z − z̃ divides the polynomial wn(z) − fn(z). So we can divide this
equality by z − z̃ and consider the equality

b̂(z − z̃)
z − z̃

∞∑
i=0

b̂i(z − z̃)f̂n+i+1(z − z̃) =
ŵn(z − z̃)− f̂n(z − z̃)

z − z̃
,

where the right-hand side is a polynomial with coefficients from K̃.
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Repeating this for each divisor of b(z), we obtain

∞∑
i=0

b̂i(z − z̃)f̂n+i+1(z − z̃) =
ŵn(z − z̃)− f̂n(z − z̃)

b̂(z − z̃)
=
wn(z)− fn(z)

b(z)
= wn+1(z),

is a polynomial with coefficients from the algebraic closure of K.
We claim that its coefficients belong to K. Indeed, polynomials wn(z)− fn(z)

and b(z) have coefficients fromK. Let k denote a degree of wn+1(z). Then consider
k+1 pairwise different elements x0, x1, x2, . . . , xk ∈ K that are not roots of the

polynomial b(z). Elements wn(xj)− fn(xj)
b(xj)

∈ K, where 0 ≤ j ≤ k, are the values
of our polynomial. There is a unique polynomial of degree k that takes these k+1
values, and it has coefficients from K.

The proof is complete.

Remark 3.4. In fact, the equality (17) does not yield that b(z) divides
wn(z) − fn(z): it is possible that the polynomial does not divide the product of
this polynomial and a formal power series, for example,

(1− z)(1 + z + z2 + z3 + . . .) = 1.

By Theorem 3, the formal power series considered has a special structure
fn(z) + b(z)fn+1(z) + b2(z)fn+2(z) + . . ., this is what allows us to carry out
further reasoning.

Example 3. Let us consider the equation

zwn+1(z) +
k∑
j=0

Ajz
n+j = wn(z).

In this case a(z) = 1, b(z) = z and fn(z) =
∑k

j=0Ajz
n+j . Then we are under

the conditions of Corollaries 2, 3 and Theorem 5 over the ring K[[z]]. Then the
first element of the solution sequence is

w0(z) =
∞∑
i=0

zi
k∑
j=0

Ajz
j =

k∑
j=0

Aj

∞∑
i=0

zi+j =
k∑
j=0

Aj

∞∑
i=j

zi =

=
k∑
j=0

Aj(
k∑
i=j

zi +
∞∑

i=k+1

zi) =
k∑
j=0

Aj

k−1∑
i=j

zi +
k∑
j=0

Aj ·
∞∑

i=k+1

zi.

It is a polynomial if and only if
∑k

j=0Aj = 0. Then w0(z) =
∑k

j=0Aj
∑k−1

i=j z
i.

Theorem 5 implies that under this condition wn(z) also are polynomials.
It is interesting to note that the condition, which is an analogue to this one,

is appeared in [7] due to the finding a rational solution of some type of difference
functional equations ([7, Theorem 2]).
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Example 4. Let us consider the equation

(z − 1)wn+1(z) +Anz +Bn = wn(z).

In this case a(z) = 1, b(z) = z − 1, fn(z) = Anz + Bn. we are under the
conditions of Corollaries 2, 3 and Theorem 5 over the ring K[[z − 1]]. Rewriting
fn(z) as a power series from K[[z − 1]], we get fn(z) = An(z − 1) +An +Bn

Then the first power series of the solution sequence is

w0(z) =
∞∑
i=0

(Aiz +Bi)(z − 1)i =
∞∑
i=0

(Ai(z − 1)i+1 + (Ai +Bi)(z − 1)i) =

=

∞∑
i=1

Ai−1(z − 1)i+

∞∑
i=0

(Ai +Bi)(z − 1)i = A0+B0+

∞∑
i=1

(Ai−1 +Ai +Bi)(z − 1)i

It is a polynomial if and only if there is j such that for any i ≥ j the condition
Ai−1 + Ai + Bi = 0 holds. Theorem 5 implies that in this case wn(z) also are
polynomials.

For checking whether the formal power series solution of (14) is a sequence of
polynomials, one can look at degrees.

Example 5. The equation zwn+1 + 1 = wn has no polynomial solution,
because degwn(z) = degwn+1(z) + 1, so the degree of wn(z) decreases, which
is impossible for a sequence of polynomials.

The following theorem provides general information about the degree of
a polynomial solution, which is useful either for finding it or for proving the
non-existence.

Theorem 6. Suppose deg a < deg b. If the sequence of polynomials wn(z) is a
solution of Equation (14), then there exists some number k such that the inequality

degwk ≤ deg fk − deg b+ deg a

holds.

Proof. Assume the converse, then degwk > deg fk − deg b + deg a for all k.
Let us consider the following cases, keeping in mind that {wk} satisfies (14):

1. if deg fk < degwk+1 + deg b, then degwk + deg a = degwk+1 + deg b;

2. if deg fk = degwk+1+deg b, then degwk+1 = deg fk−deg b < degwk−deg a;

3. if deg fk > degwk+1+deg b, then degwk+deg a = deg fk > degwk+1+deg b.

In all these cases we conclude that degwk+1 < degwk for any k. The
sequence of degrees of wk(z) decreases, which is impossible for a sequence of
polynomials’ degrees.

The proof is complete.
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Example 6. Let us consider the equation

(z + 1)wn+1 +Azn +Bzn+1 + Czn+2 +Dzn+3 = wn(z).

In this case a(z) = 1, b(z) = z + 1, fn(z) = Azn + Bzn+1 + Czn+2 + Dzn+3.
We are under the conditions of Corollaries 2 and 3 over the ring K[[z + 1]], thus
we can write down the solution:

wn(z) =
∞∑
i=0

(Azn +Bzn+1 + Czn+2 +Dzn+3)(z + 1)i

To check whether these series are polynomials directly, one needs either to
rewrite fn(z) as a power series from K[[z + 1]], or to rewrite bi(z) as a power
series from K[[z]]. It is not easy to do both.

By Theorem 6, if wn(z) is a polynomial, then for some n its degree is no more
than deg(Azn +Bzn+1 +Czn+2 +Dzn+3)− deg(z + 1) = n+ 2. It means that if
the polynomial solution exists, all terms of this sum having a greater degree are
reduced. The terms having a less degree are only in the first three summands, we
are not interested in others.

Thus if the equation considered has a polynomial solution, it may be the sum
of terms with degree no more than n+ 2 from the first three summands:

wn(z) = Azn + (A+B)zn+1 + (2A+B + C)zn+2

Now it is left to check when this polynomial satisfies the equation:

(z + 1)(Azn+1 + (A+B)zn+2 + (2A+B + C)zn+3)+

+Azn +Bzn+1 + Czn+2 +Dzn+3 =

= Azn + (A+B)zn+1 + (2A+B + C)zn+2. (18)

We get that the coefficients of zn, zn+1 and zn+2 coincide automatically,
coefficients of zn+3 and zn+4 give us assumptions 3A + 2B + C + D = 0 and
2A + B + C = 0. We conclude that the equation considered has a polynomial
solution if an only if D = A+ C and 2A+B + C = 0. The solution found is

wn(z) = Azn + (A+B)zn+1.
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Неявнi лiнiйнi рiзницевi рiвняння
над неархiмедовими кiльцями

Гончарук А. Б.
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна

м. Свободи, 4, Харкiв, Україна, 61022
Над будь-яким полем неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння зводиться до звичай-

ного явного, яке має нескiнченно багато розв’язкiв – свiй для кожного початкового
значення. Цiкаво розглянути неявне рiзницеве рiвняння над кiльцем, оскiльки над
будь-яким кiльцем випадок неявного рiвняння значно вiдрiзняється вiд випадку яв-
ного. Результати щодо рiзницевих рiвнянь над кiльцями, що були отриманi ранiше,
здебiльшого стосуються кiльця цiлих чисел i рiвнянь першого та другого порядку.

https://doi.org/10.1007/s10958-018-4072-x
https://doi.org/10.1007/978-3-319-75996-8_13
https://doi.org/10.1007/978-3-319-75996-8_13
https://doi.org/10.1007/s10958-019-04635-w
https://doi.org/10.1007/978-3-662-39643-8_1
https://doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0
https://doi.org/10.1017/CBO9780511729959


32 A.B.Goncharuk

У цiй статтi вивчаються неявнi рiзницевi рiвняння високого порядку над деякими
iншими класами кiлець, зокрема, над кiльцем полiномiв.

Для вивчення рiзницевого рiвняння над кiльцем цiлих чисел корисною була iдея
розглянути цiлi p-адичнi числа – поповнення кiльця цiлих чисел щодо неархiмедо-
вої p-адичної норми. Щоб знаходити розв’язок неявного рiзницевого рiвняння над
кiльцем полiномiв, природним буде розглянути таку ж конструкцiю для цього кiль-
ця: кiльце формальних степеневих рядiв, яке є поповненням кiльця полiномiв щодо
неархiмедової норми.

Кiльце формальних степеневих рядiв та кiльце цiлих p-адичних чисел – це окремi
випадки кiльця нормування щодо неархiмедової норми деякого поля: поля рядiв
Лорана та поля p-адичних рацiональних чисел вiдповiдно. У цiй статтi вивчається
неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння над кiльцем нормування довiльного поля нульової
характеристики з неархiмедовим нормуванням. Сформульовано достатнi умови для
єдиностi та iснування розв’язку. Наведено явну формулу для єдиного розв’язку, яка
має вигляд суми ряду, що сходиться за неархiмедовою нормою.

Рiзницеве рiвняння вiдповiдає нескiнченнiй системi лiнiйних рiвнянь. Доведено,
що у випадку, коли неявне рiзницеве рiвняння має єдиний розв’язок, його можна
знайти, використовуючи правило Крамера. Також у статтi наведенi деякi резуль-
тати, що полегшують пошук розв’язку неявного рiзницевого рiвняння над кiльцем
полiномiв.
Ключовi слова: рiзницеве рiвняння; неархiмедове нормування; кiльце полiномiв.

Implicit linear difference equations
over a non-Archimedean ring

A. B. Goncharuk
V. N. Karazin Kharkiv National University
4 Svobody sqr., Kharkiv, 61022, Ukraine

Over any field an implicit linear difference equation one can reduce to the usual expli-
cit one, which has infinitely many solutions – one for each initial value. It is interesting
to consider an implicit difference equation over any ring, because the case of implicit
equation over a ring is a significantly different from the case of explicit one. The previous
results on the difference equations over rings mostly concern to the ring of integers and to
the low order equations. In the present article the high order implicit difference equations
over some other classes of rings, particularly, ring of polynomials, are studied.

To study the difference equation over the ring of integer the idea of considering p-adic
integers – the completion of the ring of integers with respect to the non-Archimedean
p-adic valuation was useful. To find a solution of such an equation over the ring of
polynomials it is naturally to consider the same construction for this ring: the ring of
formal power series is a completion of the ring of polynomials with respect to a non-
Archimedean valuation.

The ring of formal power series and the ring of p-adic integers both are the particular
cases of the valuation rings with respect to the non-Archimedean valuations of some
fields: field of Laurent series and field of p-adic rational numbers respectively. In this
article the implicit linear difference equation over a valuation ring of an arbitrary field
with the characteristic zero and non-Archimedean valuation are studied. The sufficient
conditions for the uniqueness and existence of a solution are formulated. The explicit
formula for the unique solution is given, it has a form of sum of the series, converging
with respect to the non-Archimedean valuation.
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Difference equation corresponds to an infinite system of linear equations. It is proved
that in a case the implicit difference equation has a unique solution, it can be found
using Cramer rules. Also in the article some results facilitating the finding the polynomial
solution of the equation are given.
Keywords: difference equations; non-Archimedean valuation; ring of polynomials.

Article history: Received: 23 December 2020; Final form: 10 June 2021;
Accepted: 13 June 2021.



Вiсник Харкiвського нацiонального
унiверситету iменi В.Н. Каразiна
Серiя "Математика, прикладна
математика i механiка"
Том 93, 2021, с. 34–36
УДК 929

Visnyk of V.N.Karazin Kharkiv National University
Ser. “Mathematics, Applied Mathematics

and Mechanics”
Vol. 93, 2021, p. 34–36

DOI: 10.26565/2221-5646-2021-93-04

c© Alexander Rezounenko, 2021

До 75-рiччя академiка НАН України
О. А. Борисенка

24 травня 2021 року виповнилося 75
рокiв з дня народження вiдомого матема-
тика, фахiвця в галузi геометрiї i топо-
логiї багатовимiрних поверхонь у рiмано-
вих, псевдорiманових i фiнслерових про-
сторах, лауреата Державної премiї Укра-
їни в галузi науки i технiки (2005), пре-
мiй НАН України iменi М. М. Крилова
(2003) та iменi О. В. Погорєлова (2010),
почесної вiдзнаки "за пiдготовку наукової
змiни"(2020), вiдзнаки НАН України "За
науковi досягнення"(2021), нагороджений
орденом "За заслуги III ступеня"(2005),
доктора фiзико-математичних наук (1983),
професора (1984), академiка НАН України
Олександра Андрiйовича Борисенка. Дуже
символiчним є той факт, що саме в день
його ювiлею вiддiлення математики обра-
ло Олександра Андрiйовича кандидатом у

дiйснi члени Нацiональної Академiї Наук України, а 26 травня на загальних
зборах його було остаточно обрано. Щиро вiтаємо ювiляра з високою оцiн-
кою його багаторiчної самовiдданої працi в математицi. Шлях Олександра
Андрiйовича до цiєї вершини був непростим, початковi умови (використо-
вуючи термiн з диференцiальних рiвнянь) були несприятливими. Народився
на околицi мiста Лебедин у Сумськiй областi. Був дев’ятою дитиною в сiм’ї.
Батько помер у 1954 роцi i всi турботи про родину лягли на плечi матерi –
Параски Пилипiвни. Роки дитинства були заповненi повсякденною працею:
випас корiв, збiр яблук у колгоспному садку, робота на цегельному заводi. Та-
кий спосiб життя однак не завадив навчатися в школi на «вiдмiнно». Давала
взнаки звичка сумлiнно i наполегливо працювати.

У 1964 роцi вступив на механiко-математичний факультет Харкiвсько-
го державного унiверситету. Не володiючи досконало на той час росiйською
мовою (а викладання велося саме росiйською), багато часу провiв у бiблiо-
тецi самостiйно опановуючи математичнi iдеї. Спецiалiзуючись по кафедрi
геометрiї, на четвертому курсi вiдвiдував семiнар «Опуклi багатогранники»,
який вiв Євген Полiкарпович Сенькiн – людина, що першою помiтила та-
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лант молодого дослiдника i ввела Олександра Андрiйовича до свiту високої
геометрiї, запросивши його на мiський геометричний семiнар. Керiвником се-
мiнару був видатний математик – Олексiй Васильович Погорєлов. Саме на
семiнарах Погорєлова Борисенко навчився розумiти, що таке справжнiй ви-
сококласний математичний результат. У подальшому Олександр Андрiйович
звiряв як свої результати, так i результати iнших дослiдникiв з «еталоном»
вiд Погорєлова.

Восени 1969 р. вступив до аспiрантури на кафедру геометрiї Харкiвсько-
го унiверситету. Молодому дослiднику прийшлося самому шукати свiй вла-
сний шлях в геометрiї у вiдповiдностi до власних iнтересiв. Вiн зацiкавився
пiдмноговидами довiльної ковимiрностi в рiманових просторах. Отриманi ре-
зультати склали основу докторської дисертацiй, захищеної в Московському
унiверситетi у 1983 роцi. За висловлюванням одного з опонентiв дисертацiї,
Олександр Андрiйович виконав роботу «поза школою», що без сумнiву є озна-
кою таланту i вiри в правильнiсть обраного шляху в науцi.

Олександр Андрiйович плiдно працював у дуже рiзних напрямках дослi-
джень в геометрiї. Вражає i широта iнтересiв, i глибина отриманих результа-
тiв.

У геометрiї пiдмноговидiв виокремив клас (сильно-) параболiчних пiд-
многовидiв, вивчав їх метричнi i топологiчнi властивостi; знайшов умови, за
якими цi пiдмноговиди є цiлком геодезичними в симетричних просторах ран-
гу один, у рiманових просторах; надав опис рiманових просторiв, якi мiстять
компактнi пiдмноговиди недодатної зовнiшньої кривини. Як результат розви-
тку теорiї пiдмноговидiв, розв’язав кiлька проблем: багатовимiрну проблему
Гiльберта для iзометричного занурення компактного рiманового простору по-
стiйної кривини в рiмановий простiр бiльшої кривини, проблему Бернштей-
на для двовимiрних мiнiмальних поверхонь у сферичному просторi довiль-
ної вимiрностi. У топологiї дослiджував зв’язок зовнiшньогеометричних i
топологiчних властивостей багатовимiрних пiдмноговидiв i одержав теореми
про ейлерову характеристику, групи гомологiй, когомологiй, характеристичнi
класи Понтрягiна пiдмноговидiв. Отримав результати з топологiю сiдлових
пiдмноговидiв у рiмановому просторi. У геометрiї комплексних многови-
дiв повнiстю описав глобальну будову комплексних гiперповерхонь Хопфа в
комплексних просторах сталої голоморфної кривини i в їх непарних аналогах
(у Сасакiєвих многовидах). У опуклiй геометрiї об’єктом дослiджень були
опуклi повнi гiперповерхнi у многовидах Адамара (в однозв’язних повних рi-
манових просторах недодатної секцiйної кривини). У цьому напрямi було вве-
дено новi класи гiперповерхонь, одержано новi теореми порiвняння, знайдено
якiсно новi екстремальнi властивостi багатовимiрного простору Лобачевсько-
го серед многовидiв Адамара. Це дало змогу дати асимптотичнi точнi оцiнки
на об’єм, повну кривину, радiус вписаної кулi компактної опуклої гiперповерх-
нi. У геометрiї нерегулярних многовидiв отримав екстремальнi оцiнки
в просторах Александрова, довiв обернену iзопериметричну нерiвнiсть у не-
регулярних двовимiрних просторах Александрова та знайшов екстремальнi
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випадки, коли досягаються рiвностi. У Фiнслеровiй геометрiї дослiдив
глобальнi властивостi пiдмноговидiв у фiнслеровому просторi та у просторi
Мiнковського. Так, наприклад, знайшов умови цилiндричностi повних пiдм-
ноговидiв у просторi Мiнковського. У геометрiї розшарованих просторiв
перенiс означення метрики Сасакi з дотичного на нормальне розшарування
пiдмноговиду, а фактично, на загальний випадок векторного i сферичного
розшарувань над рiмановим многовидом; були знайденi застосування метри-
чної теорiї розшарувань для вивченнi будови багатовимiрних пiдмноговидiв
у рiманових i псевдорiманових просторах. У геометрiї грасманова обра-
зу розв’язав проблему про однозначну визначенiсть багатовимiрних повер-
хонь за грасмановим образом. У дослiдженнi потокiв середньої кривини
отримав оригiнальнi результати щодо потокiв середньої кривини з гаусовою
щiльнiстю. Дослiджував геодезичнi потоки на нерегулярних поверхнях з
конiчними особливостями. Наприклад, знайдено всi простi замкненi геодези-
чнi на правильних тетраедрах у просторах сталої кривини.

Науковi досягнення Олександра Андрiйовича визнанi далеко за кордоном.
Вiн був запрошеним професором в унiверситетах Туреччини, Iспанiї, Брази-
лiї, Iзраїлю, Нiмеччини.

З 1980 по 2012 рiк Олександр Андрiйович був завiдувачем кафедри геоме-
трiї в Харкiвському унiверситетi. За цей час було розроблено новi програми
фундаментальних та спецiальних курсiв, видано пiдручники українською мо-
вою: «Аналiтична геометрiя» та «Диференцiальна геометрiя i топологiя». На
цей час цi пiдручники складають основу вiдповiдних курсiв факультету мате-
матики i iнформатики, що виник пiсля реорганiзацiї механiко-математичного
факультету у 2015 роцi.

У роботi з аспiрантами Олександр Андрiйович дотримувався принципу:
новому аспiранту - новий напрямок дослiджень. Всi його 13 учнiв (В. Т. Ли-
сиця, О. Л. Ямпольський, Ю. А. Нiколаєвський, В. В. Ушаков, С. I. Окрут,
Н. К. Фарафонова, Д. В. Болотов, Д. I. Власенко, О. В. Лейбiна (Ликова),
В. В. Круглов, Є. В. Петров, Є. А. Олiн, К. Д. Драч) захистили кандидатськi
дисертацiї з абсолютно рiзних тематик. Двоє з його учнiв (Д. В. Болотов,
О. Л. Ямпольський) стали докторами наук.

Щиро вiтаємо Олександра Андрiйовича з ювiлеєм i обранням у дiйснi
члени Нацiональної Академiї наук України i зичимо подальших успiхiв в ма-
тематицi, нових талановитих учнiв i доброго здоров’я.
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IВАН ДМИТРОВИЧ БОРИСОВ (некролог)

26.11.1941 – 3.12.2020

3 грудня 2020 року пiшов з життя старший науковий спiвробiтник кафе-
дри прикладної математики Харкiвського нацiонального унiверситету iменi
В. Н. Каразiна Борисов Iван Дмитрович, вiдомий фахiвець у галузi статики
i динамiки рiдин, якi взаємодiють з електромагнiтними полями.

Iван Дмитрович народився 26 листопада 1941 року у станицi Пролетар-
ська (тепер – мiсто Пролетарськ) Ростовської областi. Зi шкiльних рокiв вiн
захоплювався авiамоделюванням. Тому не дивно, що свою освiту I. Д. про-
довжив у Харкiвському авiацiйному iнститутi, який закiнчив у 1965 роцi,
отримавши диплом iнженера-механiка лiтальних апаратiв (з вiдзнакою). Ди-
пломну роботу I. Д. виконував пiд керiвництвом видатного математика i пе-
дагога, професора Анатолiя Дмитровича Мишкiса, вiдомого своїми пiдручни-
ками i науковими працями з теорiї диференцiальних рiвнянь, функцiонально-
диференцiальних рiвнянь, гiдромеханiки. Вже в студентськi роки I. Д. вдало-
ся знайти основний напрямок своєї подальшої наукової творчостi. В його ди-
пломнiй роботi був запропонований ефективний метод побудови рiвноважних
форм капiлярної рiдини, i цей науковий результат пiзнiше буде включений до
вiдомої колективної монографiї «Гидромеханика невесомости» (за редакцiєю
А. Д. Мишкiса), яка вийшла в свiт у 1976 роцi.

Пiсля закiнчення ХАI Iван Дмитрович Борисов вступив до аспiрантури, а
потiм працював у вiддiлi прикладної математики Фiзико-технiчного iнститу-
ту низьких температур АН УРСР пiд керiвництвом А. Д. Мишкiса. Основна
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наукова тематика вiддiлу була пов’язана з проблемами гiдромеханiки в умо-
вах невагомостi або близьких до них. Це пояснювалося гострою необхiднiстю
вирiшення в тi часи низки питань щодо керування поведiнкою рiдин в умовах
космiчного польоту.

У 70-80-i роки I. Д. Борисов опублiкував у журналi «Магнитная гидро-
динамика» (English translation: «Magnetohydrodynamics») цикл статей, при-
свячених методам визначення рiвноважних форм i умов стiйкостi рiвноваги
для капiлярної магнiтної рiдини в магнiтному полi. Через багато рокiв I. Д.
повернувся до цiєї тематики, отримавши оригiнальнi результати, пов’язанi з
доведенням теорем iснування та єдиностi розв’язкiв задачi про малi колива-
ння магнiтної рiдини в зовнiшньому магнiтному полi i дослiдженням їхнiх
спектральних властивостей.

На роботу до Харкiвського унiверситету Iван Дмитрович перейшов у 1982
роцi на запрошення Iвана Євгеновича Тарапова, який тодi був ректором Хар-
кiвського унiверситету i одночасно завiдував кафедрою теоретичної механiки
на механiко-математичному факультетi. З того часу життя, наукова i педа-
гогiчна дiяльнiсть I. Д. тiсно пов’язанi з унiверситетом. Тут вiн продовжував
i розвивав наукову тематику, присвячену статицi i динамiцi рiдин, якi взає-
модiють з електричними та магнiтними полями.

Теоретик по натурi, вiн тим не менш дуже цiкавився експериментами i
часто сам брав участь у проведеннi дослiдiв з вивчення властивостей рiдин в
електромагнiтних полях. Показовим є приклад його участi наприкiнцi 80-х i
у 90-х роках у науково-дослiдницьких роботах, пов’язаних з вивченням хви-
льових процесiв в алюмiнiєвих електролiзерах. I. Д. активно вiдвiдував кон-
ференцiї i наради фахiвцiв алюмiнiєвої галузi, їздив у вiдрядження до алю-
мiнiєвих комбiнатiв по всiй територiї СРСР (пiзнiше – СНД). У лабораторiї
кафедри вiн органiзував проведення експериментiв з фiзичного моделюва-
ння дослiджуваних явищ хвилеутворення на поверхнi рiдкого алюмiнiю в
електролiзерах. Результати експериментiв чудово збiглися з теоретичними
прогнозами.

Надзвичайна ерудованiсть Iвана Дмитровича в областi математики i ме-
ханiки притягувала до нього багатьох науковцiв. Вiн нiколи не вiдмовляв у
консультацiях i щиро дiлився своїми знаннями з колегами, а також зi студен-
тами i аспiрантами. На кафедрi механiки I. Д. був вiдповiдальним виконавцем
багатьох науково-дослiдницьких робiт, вiн також виконував обов’язки секре-
таря наукового семiнару кафедри. Його присутнiсть на семiнарах iз цiкавими
доповiдями завжди була пов’язана з цiнними порадами, з народженням но-
вих продуктивних iдей. В той самий час вiн активно вiдстоював принципи
наукової доброчесностi i порядностi.

Iван Дмитрович викладав студентам старших курсiв теорiю iнтегральних
рiвнянь, крайових задач для рiвнянь з частинними похiдними, варiацiйних
принципiв механiки суцiльних середовищ. Для студентiв стиль його лекцiй
був доволi важким, адже I. Д. завжди тримався бездоганної математичної
строгостi. Вiн не обмежувався лише розглядом традицiйних питань, але й
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наповнював курси оригiнальними матерiалами.
Справжнiм захопленням для Iвана Дмитровича були шахи. Протягом ба-

гатьох рокiв вiн брав участь у змаганнях рiзного рiвня. Працюючи в Харкiв-
ському унiверситетi, I. Д. неодноразово як капiтан очолював унiверситетську
команду викладачiв та спiвробiтникiв, i ця команда успiшно виступала в пер-
шостi мiста з шахiв серед вищих навчальних закладiв.

Свiтла пам’ять про Iвана Дмитровича Борисова, справжнього вченого i
чудову людину, назавжди залишається у серцях його колег, учнiв i друзiв.
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