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У цiй роботi дослiджується проблема керованостi для хвильового рiв-
няння на вiдрiзку, керованого крайовими умовами. Релейнi керування,
що розв’язують проблему ε-керованостi цього рiвняння, побудовано за
допомогою розв’язкiв тригонометричної проблеми моментiв Маркова.
Крiм цього, дана оцiнка похибки обчислення та точностi влучення для
кiнцевого стану керованої системи.
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Вступ

Як вiдомо, проблеми керованостi для гiперболiчних рiвнянь розглядаються
зараз в роботах багатьох математикiв (див, напр., бiблiографiю в [1]).

У цiй роботi дослiджується крайова L∞-керованiсть хвильового рiвняння
на скiнченому вiдрiзку за просторовою змiнною. В бiльшостi робiт, в яких
вивчалося таке рiвняння, дослiджується Lp-керованiсть (2 ≤ p ≤ ∞) [2]—[7],
але лише L∞-керування можуть бути практично реалiзованi. Вiдмiннiсть цiєї
роботи полягає у тому, що керування обмеженi наперед заданою константою.
Таке обмеження виправдовується практичними мiркуваннями. Крайова L∞-
керованiсть хвильового рiвняння на вiдрiзку з обмеженими наперед заданою
константою керуваннями розглянута у [8]. Дана робота продовжує розпочатi
дослiдження.

У [8] одержанi формули для керувань, якi розв’язують проблему 0-
керованостi хвильового рiвняння на вiдрiзку, i вони є досить складними для
практичної реалiзацiї. Також у [8] показано, що розв’язки тригонометрич-
них проблем моментiв Маркова, якi побудованi за даними керованої систе-
ми, є розв’язками проблеми ε-керованостi для цiєї системи. Як вiдомо, серед
розв’язкiв тригонометричних проблем моментiв Маркова є релейнi керуван-
ня (див. [9]), якi з практичної точки зору є найкращими для реалiзацiї. Тому

38



Проблеми керованостi для рiвняння струни 39

в данiй роботi для розв’язання побудованих тригонометричних проблем мо-
ментiв Маркова використовуються результати, одержанi в [9], якi дають ал-
горитм пошуку цих керувань. Таким чином одержуються релейнi керування,
що розв’язують проблему ε-керованостi для хвильового рiвняння на вiдрiзку.

При застосуваннi на практицi наведеного алгоритму точки перемикання
релейних керувань, як правило, обчислюються з деякою похибкою, що при-
зводить до неточного визначення кiнцевого стану керованої системи. Тому в
роботi дається оцiнка цiєї похибки визначення кiнцевого стану системи.

1. Умови керованостi для рiвняння струни

Розглянемо хвильове рiвняння

∂2w

∂t2
=

∂2w

∂x2
, x ∈ (0, π), t ∈ (0, T ), T > 0, (1.1)

з початковими умовами{
w(x, 0) = w0

0(x)
∂w(x,0)

∂t = w0
1(x)

, x ∈ (0, π), (1.2)

крайовими умовами

w(0, t) = u0(t), w(π, t) = uπ(t), t ∈ (0, T ), (1.3)

та умовами влучення{
w(x, T ) = wT

0 (x)
∂w(x,T )

∂t = wT
1 (x)

, x ∈ (0, π). (1.4)

Керування u0, uπ задовольняють умову

uj ∈ B(0, T ) = {v ∈ L∞(0, T ) | |v(t)| ≤ 1 майже скрiзь на (0, T )} , j = 0, π.

Усi функцiї, що розглядаються в (1.1)—(1.4), визначенi на скiнченому вiдрiз-
ку. Ми будемо вважати, що такi функцiї визначенi на R та набувають зна-
чення 0 на доповненнi в R своєї областi визначення.

У роботi використовуються наступнi функцiональнi простори. S — це
простiр Шварца [10]: S = {ϕ ∈ C∞ (R) : ∀m ∈ {N ∪ 0} ∀l ∈ {N ∪ 0} ∃Cml > 0
∀x ∈ R

∣∣∣ϕ(m)(x)
(
1 + |x|2)l∣∣∣ ≤ Cml

}
, та S′ — простiр узагальнених функцiй

над S. Послiдовнiсть {ϕn}∞n=1 ⊂ S називається збiжною в S, якщо ∀m ∈ N

∀l ∈ N {∃Cml ∀n ∈ N |xlϕ(m)(x)| ≤ Cml та xlϕ(m)(x) ⇒ 0 коли n → ∞ в R}.
Пiд збiжнiстю в S′ розумiється слабка збiжнiсть.
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Як i в [8],позначимо через Hs
l наступнi простори Соболева [11, гл. 1]:

Hs
l =

{
ϕ ∈ S′ :

(
1 + |x|2)l/2 (1 + |D|2)s/2

ϕ ∈ L2 (R)
}

,

Hs
l [a, b] = {ϕ ∈ Hs

l : suppϕ ⊂ [a, b]} ,

‖ϕ‖s
l =
(∫ +∞

−∞

∣∣∣(1 + |x|2)l/2 (1 + |D|2)s/2
ϕ(x)

∣∣∣2 dx

)1/2

.

H̃s
l =

{
ϕ ∈ Hs

l × Hs−1
l : ϕ – непарна, 2π-перiодична

}
, ϕ =

(
ϕ0

ϕ1

)
.

H̃s
l [a, b] = Hs

l [a, b] × Hs−1
l [a, b],

|||ϕ|||sl =
(

(‖ϕ0‖s
l )

2 +
(
‖ϕ1‖s−1

l

)2
)1/2

;

де D = −id/dx.
Вважається, що завжди l < −1/2, s ≤ 0, якщо явно не вказано iнше.

Позначимо w0 =
(

w0
0

w0
1

)
∈ H̃s

0 [0, π], wT =
(

wT
0

wT
1

)
∈ H̃s

0 [0, π] — дiйснi

функцiї. Розв’язки системи (1.1)—(1.4) дiйснi i належать простору Hs
0 .

Наведемо основнi результати, що були доведенi у [8], на якi буде спира-
тися дана робота. Введемо два оператора: Ω : S′ −→ S′— оператор непарно-
го продовження, тобто (Ωf) (x) = f(x) − f(−x), f ∈ S′, supp f ⊂ [0, +∞) та
Ξ : S′ −→ S′ — оператор парного продовження: (Ξf) (x) = f(x)+f(−x),f ∈ S′,
supp f ⊂ [0, +∞). Розглянемо непарнi 2π-перiодичнi продовження (за x)
функцiй, що входять до керованої системи (1.1)—(1.4).

w(·, t) =
∑
k∈Z

T2πkΩ
(

w(·, t)
∂w(·,t)

∂t

)
, t ∈ (0, T ),

w0 =
∑
k∈Z

T2πkΩw0, wT =
∑
k∈Z

T2πkΩwT ,

де Th — оператор зсуву: (Thϕ) (x) = ϕ(x + h), ϕ ∈ S, та (Thf, ϕ) = (f,T−hϕ),
f ∈ S′, ϕ ∈ S.
У роботi [8] показано, що w0, wT ∈ H̃s

l , w(·, t) ∈ H̃s
l (t ∈ (0, T )).

Як легко бачити, задача (1.1) — (1.3) з умовами влучення (1.4) може бути
зведена до задачi

∂w
∂t

=
(

0 1
(∂/∂x)2 0

)
w − 2u0(t)

∑
k∈Z

(
0

δ′(x + 2πk)

)

+ 2uπ(t)
∑
k∈Z

(
0

δ′(x − π + 2πk)

)
, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (1.5)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R, (1.6)

з умовами влучення
w(x, T ) = wT (x), x ∈ R, (1.7)
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де δ — функцiя Дiрака.
У [8] одержано явну формулу, що пов’язує керування, початковий та кiн-

цевий стани системи (1.5)—(1.7):

wT (x) = E(x, T ) ∗
[
w0(x) −

∑
k∈Z

T2πk

(
(Ωu0) (x) − (Ωuπ) (x − π)

(Ω(u0
′)) (x) − (Ω(uπ

′)) (x − π)

)]
,(1.8)

де ∗ означає згортку за x,

E(x, t) =
1
2

(
δ(x + t) + δ(x − t) 1

2 (sign(x + t) − sign(x − t))
−δ′(x + t) + δ′(x − t) δ(x + t) + δ(x − t)

)
.

Ця формула дозволяє дослiдити не тiльки проблему 0-керованостi, але й про-
блему ε-керованостi.

Позначимо RT (w0) множину станiв wT ∈ H̃s
0 [0, π], для яких iснують керу-

вання uj ∈ B(0, T ), j = 0, π такi, що задача (1.5)—(1.7) з wβ =
∑

k∈Z
T2πkΩwβ ,

β = 0, T має єдиний розв’язок в H̃s
l .

Означення 1. Стан w0 ∈ H̃s
0 [0, π] називається 0-керованим за час T, якщо

0 належить RT (w0), та ε-керованим за час T , якщо 0 належить замиканню
RT (w0) в H̃s

0 [0, π].

Згiдно з [8], позначимо H
s
0[−π, π] = {ϕ ∈ Hs

0 : suppϕ ∈ [−π, π]}. Введе-
мо також оператор диференцiювання ∂ : H

s
0[−π, π] −→ H

s−1
0 [−π, π] з об-

ластю визначення D(∂) = {ϕ ∈ H
s
0[−π, π] : ϕ — парна }. Тодi Im(∂) =

{ϕ ∈ H
s−1
0 [−π, π] : ϕ— непарна }. В [8] доведено, що вiн є лiнiйним непе-

рервним оператором, та має обернений: ∂−1 : H
s−1
0 [−π, π] −→ H

s
0[−π, π],

D(∂−1) = Im(∂), Im(∂−1) = D(∂).
У [8] доведено, що якщо g ∈ H

s−1
0 [−π, π] — непарна, то iснує g̃ ∈

H
s
0[−π, π] — парна i така, що g̃′ = g.
Це дозволяє ввести функцiю: w̃0

1(x) = ∂−1Ωw0
1(x) · H(x), де H – функцiя

Хевiсайда: H(t) = 1, якщо t > 0 та H(t) = 0, якщо t ≤ 0.
Також в [8] доведено наступний критерiй 0- та ε-керованостi системи

(1.1)—(1.4):

Твердження 1.1. Нехай T > 0, w0 ∈ H̃s
0(0, π) та нехай K ∈ N таке число,

що π(K − 1) < T ≤ πK. Тодi наступнi твердження рiвносильнi

(i) Стан w0 є 0-керованим за час T;

(ii) Стан w0 є ε-керованим за час T;

(iii) Виконано наступнi три умови
|∂−1Ωw0

1(x)±Ωw0
0(x)+μ

[
T

πK

] | ≤ 2K м. с. на [−π, π], для деякого μ ∈ R,
supp{H(x)∂−1Ωw0

1(x) + w0
0} ⊂ [0, T − π(K − 1)],

supp{H(x)∂−1Ωw0
1(x) − w0

0} ⊂ [πK − T, π].
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Як вже було вiдмiчено у вступi, системи вигляду (1.5)—(1.7) було роз-
глянуто в багатьох роботах, зокрема в [2]—[8]. Серед них найближчою за
результатами до роботи [8], продовженням якої є дана стаття, є робота [6].
Тому порiвняємо результати цих робiт.

У [6] було розглянуто в просторах W 0,p(0, L)×W−1,p(0, L) систему (1.5)—
(1.7) при wT = 0 з керуванням з Lp, (p ∈ [2, +∞), якщо p = ∞, то розв’язки
системи розглядаються в W 0,2(0, L)×W−1,2(0, L). Тут L — це довжина стру-
ни, у [8] L = π, що не є суттєвим обмеженням. У [6] розглянуто проблему
оптимiзацiї, а саме мiнiмiзацiї Lp-норми керувань. Розв’язок цiєї проблеми
дає теорема 2.3 роботи [6], зокрема, наведено в явному виглядi керування,
що розв’язують проблему оптимiзацiї. Для розв’язання проблеми використа-
но подання функцiй, що входять в систему (1.5)—(1.7), тригонометричними
рядами вiдносно тригонометричної системи

{
sin πk

L t, cos πk
L t
}

. Зв’язок мiж ке-
руванням, початковим та кiнцевим станом системи (1.5)—(1.7) задаються в
[6] моментними рiвностями вiдносно цiєї тригонометричної системи. Таким
чином, проблема оптимiзацiї зводиться до тригонометричної проблеми мо-
ментiв, пiсля розв’язання якої одержують шуканi керування.

На вiдмiну вiд цього в роботi [8] дослiджено проблеми 0- та ε-керованостi
системи (1.5)—(1.7) в H̃s

l × H̃s−1
l , де l < −1/2, s ≤ 0, з керуваннями, обмеже-

ними наперед заданою константою. Вiдмiтимо, що простори H̃s
l (l < −1/2)

та W s,2 збiгаються за запасом функцiй та мають еквiвалентнi норми. В ро-
ботi [8] для одержання формули (1.8), що пов’язує керування, початковий та
кiнцевий стани системи (1.5)—(1.7), та дослiдження 0- та ε-керованостi ви-
користано метод перетворення Фур’є ( для функцiоналiв з S′ ). Окрiм того,
суттєвим тут є використання теореми Пелi-Вiнера ( про перетворення Фур’є
фiнiтної функцiї ) та її узагальнення на фiнiтнi функцiонали. Оскiльки опе-
ратор згортки за x з E(x, t) є обмеженим в Hs

l та має обмежений обернений,
формула (1.8) є зручним iнструментом дослiдження не тiльки 0-керованостi,
а й ε-керованостi системи (1.5)—(1.7), оскiльки явно описує вплив керування
та початкового стану на кiнцевий стан.

Слiд вiдмiтити, шо якщо вiдмовитися вiд умов оптимальностi в теоремi
2.3 роботи [6] та вiд обмежень на керування в теоремi 1.1 роботи [8], то на
"перерiзi"просторiв, якi розглядаються в цих роботах (тобто в W 0,2 × W−1,2

для [6] та в H̃0
l × H̃−1

l для [8] ), керування, що розв’язують проблему 0-
керованостi, одержанi в цих роботах, фактично збiгаються мiж собою.

Далi скрiзь будемо позначати w̃0
1(x) = H(x)∂−1Ωw0

1(x) + μ
[

T
πK

]
(H(x) −

H(x − T )). Розглянемо наступнi 2π-перiодичнi функцiї:
w0

0(x) =
∑

k∈Z
T2πkΩw0

0(x), w̃0
1(x) =

∑
k∈Z

T2πkΞw̃0
1(x).

Визначимо число K ∈ N таке, що π(K − 1) < T ≤ πK. Позначимо

ŵ0(x) =
1

2K
(w̃0

1(x) + w0
0(x))(H(x) − H(x − πK)),

ŵπ(x) =
1

2K
(w̃0

1(π − x) − w0
0(π − x))(H(x) − H(x − πK)).
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Введемо послiдовнiсть
{
ω̂m

γ

}∞
m=−∞ наступним чином:

ω̂m
γ =

∫ πK

0
ŵγ(x)ei 2mx

K dx, m ∈ Z, γ = 0, π. (1.9)

Розглянемо тепер для фiксованого γ = 0, π, та N ∈ N проблему пошуку
uγ ∈ B(0, T ) такого, що∫ T

0
uγ(x)ei 2mx

K dx = ω̂m
γ , m = −N,N. (1.10)

Така проблема називається тригонометричною проблемою моментiв Маркова
для скiнченної послiдовностi

{
ω̂m

γ

}N

m=−N
.

У [8] доведено наступну теорему:

Теорема 1.1. Нехай T > 0, s < −1/2, для w0 ∈ H̃s
0(0, π) виконано умо-

ву (iii) твердження1.1, K ∈ N таке, що π(K − 1) < T ≤ πK. Нехай
також

{
ω̂m

γ

}+∞
m=−∞ визначено за (1.9). Тодi для кожного N ∈ N iснують

uN
γ ∈ B(0, T ), γ = 0, π, — розв’язки тригонометричних проблем моментiв
Маркова (1.10) для цього N, та для кожного ε > 0 iснує N ∈ N таке, що кiн-
цевий стан wT керованої системи (1.1)—(1.4) задовольняє умову

∣∣∣∣∣∣wT
∣∣∣∣∣∣s

0
≤ ε,

причому N визначається умовою 2s+6PsC2K
l CK

l Ns+1/2

c2l cK
l Ks−1

√−2s−1
< ε.

У цiй теоремi використовуються наступнi позначення: cM
l = (πM)l

√
2Sl − 1,

CM
l =

√
3 + 2(πM)2lSl, Sl =

∑∞
k=1 k2l, Ps > 0 — стала, для якої виконується

нерiвнiсть:
∥∥Ω−1g

∥∥s

0
≤ Ps ‖g‖s

0 , g ∈ Hs
0 — непарна. У роботi [8] показано, що

така стала iснує для s ≤ 0.

Дана робота присвячена пошуку розв’язкiв тригонометричної проблеми
моментiв Маркова (1.10) якi, за теоремою 1.1, будуть розв’язками задачi ε-
керованостi системи (1.1)—(1.4).

Спростимо формули (1.9). Позначимо

π∫
0

w0
0(x)ei 2mx

K dx = ω̆m
0 ,

π∫
0

w̃0
1(x)ei 2mx

K dx = ω̆m
1 , m ∈ Z. (1.11)

Виразимо ω̂m
γ через ω̆m

0 та ω̆m
1 , γ = 0, π.

Перепишемо рiвностi (1.9) у виглядi

ω̂m
0 =

∫ πK

0
ŵ0(x)ei 2mx

K =
1

2K

∫ πK

0
(w̃0

1(x) + w0
0(x))ei 2mx

K dx, m ∈ Z,

ω̂m
π =

∫ πK

0
ŵπ(x)ei 2mx

K =
1

2K

∫ πK

0
(w̃0

1(π − x) − w0
0(π − x))ei 2mx

K dx, m ∈ Z.
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Маємо для m ∈ Z, m = 0 :

∫ πK

0
w0

0(x)ei 2mx
K dx =

[K−1
2 ]∑

j=0

(2j+1)π∫
2jπ

w0
0(x − 2jπ)ei 2mx

K dx −

−
[K

2 ]∑
j=1

2jπ∫
(2j−1)π

w0
0(−x + 2jπ)ei 2mx

K dx = ω̆m
0

[K−1
2 ]∑

j=0

ei 4m
K

jπ − ω̆−m
0

[K
2 ]∑

j=1

ei 4m
K

jπ.

Для m = 0 одержуємо

∫ πK

0
w0

0(x) dx =
[K−1

2 ]∑
j=0

π∫
0

w0
0(x) dx −

[K
2 ]∑

j=1

π∫
0

w0
0(x) dx =

{
0, K—парне

ω̆0
0, K—непарне .

Аналогiчно обчислюємо вiдповiднi iнтеграли вiд w̃0
1(x)ei 2mx

K .

Позначивши s1
K(m) =

[K−1
2 ]∑

j=0
ei 4m

K
jπ та s2

K(m) =
[K

2 ]∑
j=1

ei 4m
K

jπ одержуємо:

ω̂m
0 = 1

2K

[
(ω̆m

1 + ω̆m
0 ) s1

K(m) +
(
ω̆−m

1 − ω̆−m
0

)
s2
K(m)

]
, m ∈ Z, m = 0,

ω̂0
0 =

{
1
2 ω̆0

1, K— парне
1

2K

(
ω̆0

0 + Kω̆0
1

)
, K—непарне .

(1.12)

Розглядаючи w0
0(π−x) та w̃0

1(π−x) як новi функцiї g0
0(x) та g̃0

1(x) та проводячи
аналогiчнi мiркування, для m ∈ Z одержуємо

ω̂m
π = 1

2K

[
ei 2mπ

K

(
ω̆−m

1 − ω̆−m
0

)
s1
K(m) + e−i 2mπ

K (ω̆m
1 + ω̆m

0 ) s2
K(m)

]
, m = 0,

ω̂0
π = ω̂0

0.
(1.13)

Для s1
K(m) та s2

K(m) одержуємо:

s1
K(m) =

⎧⎪⎨⎪⎩
[

K−1
2

]
+ 1, m = lK

2

0, m = lK
2 , K— парне

1

1+ei 2mπ
K

, m = lK
2 , K— непарне

, l ∈ Z, (1.14)

s2
K(m) =

{ [K
2

]
, m = lK

2

−s1
K(m), m = lK

2

, l ∈ Z. (1.15)

Таким чином, ω̂m
γ (γ = 0, π) можна обчислювати за формулами (1.11)—(1.15)

замiсть (1.9).
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2. Тригонометрична проблема моментiв Маркова та
ε-керованiсть для рiвняння струни

Далi будемо вважати, що умови критерiю керованостi (твердження 1.1) ви-
конано. Зафiксуємо γ = 0, π, та визначимо послiдовнiсть

{
ω̂m

γ

}N

m=0
, за фор-

мулами (1.11)—(1.15). Далi iндекс γ будемо опускати.
Нехай ŭ(x)— це розв’язок проблеми (1.10) для послiдовностi {ω̂m}N

m=0 .
Завдяки тому, що функцiї ŵ(x) та ŭ(x) є дiйсними, для m = −N,−1 маємо:
ω̂m = ω̂−m. Звiдси одержуємо, що якщо для функцiї ŭ(x) рiвностi (1.10) вико-
нано для m = 0, N, то для цiєї ж функцiї їх виконано i для m = −N,−1. Тому
далi будемо розглядати проблему моментiв для послiдовностi {ω̂m}N

m=0 :∫ T

0
u(t)ei 2mt

K dt = ω̂m, m = 0, N. (2.1)

З [12, гл. 7] вiдомо, що серед розв’язкiв системи (2.1) є функцiї виду

u(t) = ρ

n∑
j=0

(−1)n−j+1 [H(t − tj) − H(t − tj+1)] , (2.2)

так званi релейнi керування, де 0 = t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 = T ≤ πK
— точки перемикання, константа ρ = ±1. Таким чином, задача пошуку ке-
рувань, що розв’язують проблему ε-керованостi системи (1.1)—(1.4) за час
T , зводиться до пошуку точок перемикання та визначення константи ρ. Для
розв’язання проблеми моментiв (2.1) використовуються результати, одержанi
в [9]. Керування (2.2) з ρ = +1 у [9] називається керуванням I-го роду, а з
ρ = −1 — керуванням II-го роду.
Розглянемо рiвностi (2.1) для m = 1, N, та пiдставимо в них керування (2.2):∫ T

0
u(t)ei 2mt

K dt = ρ

n∑
j=0

(−1)n−j+1

∫ tj+1

tj

ei 2mt
K dt =

= ρ
K

2im

⎛⎝(−1)n − ei 2m
K

T + 2
n∑

j=1

(−1)n−jei 2m
K

tj

⎞⎠ .

Тому система (2.1) для m = 1, N, еквiвалентна системi

n∑
j=1

(−1)n−j+1ei 2m
K

tj =
1
2

(
(−1)n − ei 2m

K
T − i

2m

ρK
ω̂m

)
, m = 1, N,

яка в свою чергу еквiвалентна такiй системi

n∑
j=

(−1)n+1
2

(−1)n−j+1ei 2m
K

tj =
1
2

(
1 − ei 2m

K
T − ρi

2m

K
ω̂m

)
, m = 1, N.
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Розглянувши тепер рiвняння системи (2.1) для m = 0, одержуємо

n∑
j=1

(−1)n−jtj =
1
2

(
T +

ω̂0

ρ

)
.

Таким чином система (2.1) еквiвалентна наступнiй⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
n∑

j=
(−1)n+1

2

(−1)n−j+1ei 2m
K

tj = 1
2

(
1 − ei 2m

K
T − iρ2m

K ω̂m
)

, m = 1, N,

n∑
j=1

(−1)n−jtj = 1
2

(
T + ρω̂0

)
.

Система такого вигляду дослiджена В. I. Коробовим та Г. М. Скляром [9].
Для неї в цiй роботi одержано метод визначення точок перемикання та кон-
станти ρ для оптимального керування, що переводить систему iз однiєї точки
в iншу. Скористаємося їх методом з невеликою змiною: будемо визначати не
мiнiмальний (як в [9] ), а максимальний на вiдрiзку [0, T ] час, так як в заданiй
задачi потрiбно дослiдити ε-керованiсть системи (1.1)—(1.4) за заданий час
T.

Позначимо ω̂ =

⎛⎜⎝ ω̂0

...
ω̂N

⎞⎟⎠ ∈ C
N+1 i, згiдно з [9], введемо позначення:

cm(ω̂, T, ρ) =
1
2

(
1 − ei 2m

K
T − iρ

2m

K
ω̂m

)
, m = 1, N,

α(ω̂, T, ρ) =
1
2
(
T + ρω̂0

)
, α0(ω̂, T, ρ) = ie−

i
K

α(ω̂,T,ρ).

Введемо послiдовностi функцiй {αj(ω̂, T, ρ)}N
j=1 , для яких у [9] одержана ре-

куррентна формула:

Δm =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α1(ω̂, T, ρ) 2α2(ω̂, T, ρ) · · · mαm(ω̂, T, ρ)
α0(ω̂, T, ρ) α1(ω̂, T, ρ) · · · αm−1(ω̂, T, ρ)

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · α1(ω̂, T, ρ)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= (−1)m−1 (α0(ω̂, T, ρ))m cm(ω̂, T, ρ), m = 1, N. (2.3)

Покажемо, що члени цих послiдовностей можуть бути пiдрахованi за iншою
формулою.

Лема 2.1. Члени послiдовностей {αj(ω̂, T, ρ)}N
j=1 можна обчислити за фор-

мулою

αm(ω̂, T, ρ) = α0(ω̂, T, ρ)
λm

m
, m = 1, N, (2.4)
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де

λ0 = 1, λ1 = c1(ω̂, T, ρ), λm =
m−1∑
j=1

cm−j(ω̂, T, ρ)
j

λj + cm(ω̂, T, ρ)λ0, m = 2, N.

(2.5)

Доведення. В доведеннi будемо писати αm замiсть αm(ω̂, T, ρ) та cm за-
мiсть cm(ω̂, T, ρ).

Легко перевiрити, що для m = 1 та m = 2 формули правильнi. Нехай
формула вiрна для αm. Доведемо, що вона вiрна для αm+1. Розглянемо

Δm+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 2α2 · · · (m − 1)αm−1 mαm (m + 1)αm+1

α0 α1 · · · αm−2 αm−1 αm

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · α0 α1 α2

0 0 · · · 0 α0 α1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Розкладаючи цей визначник на доданки за останнiм рядком одержуємо лiнiй-
ну комбiнацiю визначникiв на одиницю меншого порядку:

Δm+1 = α1Δm − α0Q
1
m,

де Q1
m — визначник, одержаний викреслюванням з визначника Δm+1 остан-

нього рядка i передостаннього стовпця. Знову розкладаючи визначник Q1
m за

останнiм рядком, одержуємо:

Δm+1 = α1Δm − α0α2Δm−1 + (α0)2Q2
m−1,

де Q2
m−1 — визначник, одержаний викреслюванням з визначника Q1

m остан-
нього рядка i передостаннього стовпця. I так далi. На m-му кроцi одержуємо
наступну формулу:

Δm+1 =
m−1∑
j=0

(−1)j(α0)jαj+1Δm−j + (−1)m(α0)m(m + 1)αm+1.

За (2.3) маємо Δm+1 = (−1)m(α0)m+1cm+1. Таким чином

(−1)m(α0)m(m + 1)αm+1 = (−1)m(α0)m+1cm+1 −
m−1∑
j=0

(−1)j(α0)jαj+1Δm−j .

Пiдставляючи вирази (2.4) замiсть αj+1 та (2.3) замiсть Δm−j , одержуємо

(−1)m(α0)m(m + 1)αm+1 = (−1)m(α0)m+1cm+1 +

+ (−1)m(α0)m+1
m∑

j=1

cm−j+1
λj

j
,
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або αm+1 = α0
m+1

(
m∑

j=1
cm+1−j

λj

j + cm+1λ0

)
.

Порiвнявши з формулами (2.4) та (2.5), можна стверджувати, що цi фор-
мули вiрнi для αm+1. Лему доведено.

Отже, для розв’язання задачi знаходження точок перемикання та кон-
станти ρ застосовується наступний алгоритм, наведений у [9]:

Складемо матрицi для m = 1, N :

Am(ω̂, T, ρ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α0(ω̂, T, ρ) 0 0 · · · 0
α1(ω̂, T, ρ) α0(ω̂, T, ρ) 0 · · · 0
α2(ω̂, T, ρ) α1(ω̂, T, ρ) α0(ω̂, T, ρ) · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
αm(ω̂, T, ρ) αm−1(ω̂, T, ρ) αm−2(ω̂, T, ρ) · · · α0(ω̂, T, ρ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Позначимо Ãm(ω̂, T, ρ) = Am + (Am)∗, де ∗ позначає спряжену матрицю.

(i) За умови (iii) твердження 1.1 проблема моментiв (2.1) має розв’язок. То-
му за [9] маємо: ∃ час T ∗ такий, який є найбiльшим коренем рiвняння
detÃN (ω̂, T ∗, +1) · detÃN (ω̂, T ∗,−1) = 0, на iнтервалi (0, T ), i при цьому
задовольняє умови: 0 ≤ α(ω̂, T ∗, μ) < πK, ÃN (ω̂, T ∗, μ) ≥ 0, μ = ±1.

(ii) Кiлькiсть точок перемикання та константа ρ визначаються наступним чи-
ном:

Нехай L(μ) = min
{

0 ≤ k ≤ N + 1 : detÃk(ω̂, T ∗, μ) = 0, μ = ±1
}

;

(за означенням покладемо detÃN+1(ω̂, T ∗, μ) = 0, μ = ±1.)

Тодi

а) якщо L(+1) = L(−1), то кiлькiсть точок перемикання дорiвнює n =
2 · min {L(+1), L(−1)} . При цьому, якщо n = 2L(+1) то ρ = 1; якщо
n = 2L(−1) то ρ = −1;

б) якщо L(+1) = L(−1), то n = 2L(+1) − 1. При цьому, якщо iз

ÃL(+1)(ω̂, T ∗, +1) ·ϕ = 0 для вектора ϕ виконується
L(+1)∑
k=0

ϕk = 0, то ρ = 1,

iнакше ρ = −1.

(iii)Точки перемикання для знайденого ρ = ±1 та n = 2q або n = 2q − 1 :

Визначаємо координати векторiв ϕ та ψ за формулами:

Ãq(ω̂, T ∗, ρ) · ϕ = 0, ψ = Aq(ω̂, T ∗, ρ) · ϕ.

Записуємо полiноми: ϕ̂(z) =
q∑

j=0
ϕjz

q−j , ψ̂(z) =
q∑

j=0
ψjz

q−j i складаємо

функцiю R(z) = ψ̂(z)
ϕ̂(z) .

Знаходимо коренi та полюси функцiї R(z) — це точки ei 2
K

tj , j = 1, n.

Тодi 0 < t1 < . . . < tn < T ∗ — це точки перемикання керування.
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За цим алгоритмом знаходимо окремо керування u0(t) та uπ(t). На вiдрiз-
ку [T ∗, T ] кожному з керувань надаємо значення 0. Знайденi керування за
теоремою 1.1 будуть розв’язками проблеми ε-керованостi системи (1.1)—(1.4).

Зауваження 2.1. Пiд час застосування наведеного алгоритму, точки пе-
ремикання обчислюються з деякою похибкою. Наступна теорема дає оцiн-
ку похибки визначення кiнцевого стану керованої системи (1.1)—(1.4), яка
пов’язана з похибкою пiдрахування точок перемикання.

Теорема 2.2. Нехай {tj}n
j=1 точнi значення точок перемикання, {τj}n

j=1 —
значення, пiдрахованi з похибкою. Нехай число εN > 0, яке залежить вiд N,
таке, що | tj − τj |≤ εN для всiх j = 1, n. Нехай також uγ(t) та úγ(τ), γ =
0, π — точне та наближене керування вiдповiдно, пiдрахованi за формулою
(2.2), а wT та ẃT — точний та наближений кiнцевий стан системи (1.1)—
(1.4) вiдповiдно.

Тодi
∣∣∣∣∣∣wT − ẃT

∣∣∣∣∣∣s
0
≤ 40πK2 PsC2K

l CK
l

c2l cK
l

(2N + 3)
√

1 + 22s+1

K2s
N2s+1+2s

2s+1 · εN .

Доведення. Скористаємося формулою, доведеною у [8], яка еквiвалентна
до формули (1.8):

wT (x) = E(x, T ) ∗
2K−1∑
m=0

T2πm

{∑
k∈Z

T2πKkΩ
(

1
d/dx

)
(ŵ0(x) − u0(x))+

+
∑
k∈Z

T2πKkΩ
(

1
d/dx

)
(ŵπ(x + π) − uπ(x + π))

}
,

ẃT (x) = E(x, T ) ∗
2K−1∑
m=0

T2πm

{∑
k∈Z

T2πKkΩ
(

1
d/dx

)
(ŵ0(x) − ú0(x))+

+
∑
k∈Z

T2πKkΩ
(

1
d/dx

)
(ŵπ(x + π) − úπ(x + π))

}
.

Тодi∣∣∣∣∣∣wT − ẃT
∣∣∣∣∣∣s

l
= E(x, T ) ∗

2K−1∑
m=0

T2πm

{∑
k∈Z

T2πKkΩ
(

1
d/dx

)
(ú0(x) − u0(x))+

+
∑
k∈Z

T2πKkΩ
(

1
d/dx

)
(úπ(x + π) − uπ(x + π))

}
.

Скориставшись наступною оцiнкою, доведеною в [8]:

∣∣∣∣∣∣wT
∣∣∣∣∣∣s

0
≤ Ps

c2
l

∣∣∣∣∣∣wT
∣∣∣∣∣∣s

l
≤10πK2 PsC

2K
l

c2
l c

K
l

⎧⎨⎩
∥∥∥∥∥∑

k∈Z

TπKk(ŵ0(x) − u0(x))

∥∥∥∥∥
s

l

+

+

∥∥∥∥∥∑
k∈Z

TπKk(ŵπ(x + π) − uπ(x + π))

∥∥∥∥∥
s

l

⎫⎬⎭ ,
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можемо записати:

∣∣∣∣∣∣wT − ẃT
∣∣∣∣∣∣s

0
≤ 10πK2 PsC

2K
l

c2
l c

K
l

⎧⎨⎩
∥∥∥∥∥∑

k∈Z

TπKk(ú0(x) − u0(x))

∥∥∥∥∥
s

l

+

+

∥∥∥∥∥∑
k∈Z

TπKk(úπ(x + π) − uπ(x + π))

∥∥∥∥∥
s

l

⎫⎬⎭ .

Розкладемо функцiї
∑

k∈Z
TπKk(úγ(x) − uγ(x)), γ = 0, π в ряди Фур’є

∑
k∈Z

TπKk(ú0(x) − u0(x)) =
1

πK

N∑
m=−N

(ν́m
0 − νm

0 )e−i 2mx
K ,

∑
k∈Z

TπKk(úπ(x + π) − uπ(x + π)) =
1

πK

N∑
m=−N

(ν́m
π − νm

π )e−i 2mx
K ,

де коефiцiєнти Фур’є визначаються за формулами:

νm
0 =

πK∫
0

u0(x)ei 2mx
K dx, νm

π =

πK∫
0

uπ(x + π)ei 2mx
K dx, m = −N, N,

ν́m
γ утворюються замiною в цих формулах uγ на úγ , γ = 0, π.
Проводячи аналогiчнi мiркування як в [8], прийдемо до наступного

∣∣∣∣∣∣wT − ẃT
∣∣∣∣∣∣s

0
≤ 10KPs

C2K
l CK

l

c2
l c

K
l

⎧⎨⎩
√√√√ N∑

m=−N

(
1 +
(

2m

K

)2
)s

|ν́m
0 − νm

0 |2 +

+

√√√√ N∑
m=−N

(
1 +
(

2m

K

)2
)s

|ν́m
π − νm

π |2
⎫⎬⎭ . (2.6)

Так як ú0(x) та u0(x) — релейнi керування, то |ν́m
0 − νm

0 | ≤
πK∫
0

|ú0(x) −
u0(x)| dx ≤ 2(n + 1) · εN · πK, де n — кiлькiсть точок перемикання.
Аналогiчно, |ν́m

π − νm
π | ≤ 2(n + 1) · εN · πK.

Враховуючи алгоритм пошуку точок перемикання, можемо записати, що
n ≤ 2(N + 1). Таким чином, |ν́m

γ − νm
γ | ≤ 2(2N + 3) · εN · πK, γ = 0, π.

Оцiнивши
N∑

m=2
m2s через

N∫
1

x2s dx, маємо:

N∑
m=−N

(
1 +
(

2m

K

)2
)s

≤ 1 + 2
(

2
K

)2s N∑
m=1

m2s ≤ 1 +
22s+1

K2s
· N2s+1 + 2s

2s + 1
.

Продовжуючи оцiнку (2.6), одержемо твердження теореми. Теорему доведе-
но.
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