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Â äàííîé ðàáîòå ìû îïèñûâàåì ìíîæåñòâî âñåõ ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé
âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Óñòàíîâëåíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàííàÿ
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ áûëà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé. Ïîëó÷åíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ äëÿ
òîãî, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ áûëà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé âåêòîðíîé
ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêæå ïîëó÷åí êðèòåðèé
â òåðìèíàõ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà
ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ òåì, ÷òîáû ýòîò íàáîð áûë
âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Çàãîðîäíþê Ñ.Ì., Ïðî ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé. Â öié ðîáîòi ìè îïèñó¹ìî ìíîæèíó âñiõ
ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié âåêòîðíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi.
Âñòàíîâëåíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá çàäàíà
ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ áóëà ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ. Îäåðæàíi íåîáõiäíi i
äîñòàòíi óìîâè íà ìàòðèöþ-ôóíêöiþ äëÿ òîãî, ùîá öÿ ôóíêöiÿ áóëà
êîðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ âåêòîðíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi. Òàêîæ
îäåðæàíî êðèòåðié â òåðìiíàõ êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ äîâiëüíîãî
íàáîðó åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó äëÿ òîãî, ùîá öåé íàáið áóâ
âåêòîðíîþ ïîëiíîìiàëüíîþ ïîñëiäîâíiñòþ.

S.M. Zagorodnyuk, On spectral functions of polynomial sequences.

In this paper we describe a set of all spectral functions of a vector
polynomial sequence. The necessary and su�cient conditions for a given
matrix-valued function to be a spectral function are established. The
necessary and su�cient conditions for a given matrix-valued function to be
the correlation function of a vector polynomial sequence are obtained. A
criteria in terms of the correlation function for an arbitrary set of elements
of a Hilbert space to be a vector polynomial sequence is obtained, as well.

2000 Mathematics Subject Classi�cation 42C05, 33C45, 60G12.
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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈Z+ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé,
åñëè íàéäåòñÿ (õîòÿ áû îäèí) ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A â H è íàáîð
îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà âåùåñòâåííîé îñè {pn(λ)}n∈Z+ , òàêèå, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

xn = pn(A)x0 =

∫
R
pn(λ)dEλx0, n ∈ Z+, (1)

ãäå {Eλ}λ∈R ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû îïåðàòîðà
A. Íàïîìíèì, ÷òî íàáîð âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ {pn(λ)}n∈Z+ , ãäå
deg pn = n è pn èìååò ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò, íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà âåùåñòâåííîé îñè îòíîñèòåëüíî
σ(x), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:∫

R
pn(λ)pm(λ)dσ(λ) = 0, n,m ∈ Z+ : n ̸= m, (2)

ãäå σ(λ) - íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà R. Îòìåòèì,
÷òî îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

1

an
(cn−1pn−1(λ)− bnpn(λ) + cnpn+1(λ)) = λpn(λ), n ∈ Z+, (3)

ãäå an > 0, bn ∈ R, cn > 0 (n ∈ Z+), ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ÷èñëîâûìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, à c−1 = 0, p−1 = 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
×åáûøåâà 1-ãî ðîäà Tn(λ) = cos(n arccosλ), n ∈ Z+, λ ∈ [−1, 1], âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå (3) ñ an = 1, bn = 0, cn = 1

2 (n ∈ Z+).
Ïðèìåðîì ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëóáåñêîíå÷íàÿ
öåïî÷êà, îïèñûâàþùàÿ ïîëóáåñêîíå÷íûé îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé êðè-
ñòàëë (ñì. [1],[2] îòíîñèòåëüíî ýòîãî è äðóãèõ ïðèìåðîâ). Ïðåäèñòîðèÿ
âîçíèêíîâåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (1) îïèñàíà â ñòàòüå [2], ñì. òàêæå
ññûëêè â íåé. Â ðàáîòå [3] äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
áûëî ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå Âîëüäà. Â [1] ìû ðàññìîòðåëè ìíîãîìåðíûå
(âåêòîðíûå) ïîëèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïîìíèì îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 Äâå ïîëèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈Z+ è

{un}n∈Z+ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, îòâå÷àþùèå îäíîé è òîé

æå ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ {pn(λ)}∞n=0 â ïðåäñòàâëåíèè (1), íàçûâàþòñÿ

ïîëèíîìèàëüíî ñâÿçàííûìè, åñëè èõ âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

Rn,m := (xn, um)H óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1

an
(cn−1Rn−1,m − bnRn,m + cnRn+1,m) =
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=
1

am
(cm−1Rn,m−1 − bmRn,m + cmRn,m+1) , n,m ∈ Z+, (4)

ãäå {cn}n∈Z+ , {an}n∈Z+ , {bn}n∈Z+ èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3), c−1 = 0,
R−1,m = Rn,−1 = 0 (n,m ∈ Z+).

Îïðåäåëåíèå 2 Íàáîð èç N ïîëèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{x1n}n∈Z+ , {x2n}n∈Z+ , ..., {xNn }n∈Z+ (5)

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (N ∈ N), îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé

æå ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ {pn(λ)}∞n=0 â ïðåäñòàâëåíèè (1), ïîëèíîìèàëüíî

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé, áóäåì íàçûâàòü N -ìåðíîé (ìíîãîìåðíîé, âåêòîð-

íîé) ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è èçîáðàæàòü â âèäå âåêòîð-

ñòîëáöà

x⃗n = (xkn)
N
k=1.

Ïðèìåðîì N -ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëóáåñ-
êîíå÷íûé ãàðìîíè÷åñêèé êðèñòàëë, â êîòîðîì ñîñåäíèå ðÿäû àòîìîâ ñëàáî
âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì (êâàçèîäíîìåðíîå âåùåñòâî, ñì. [4]).

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ N -ìåðíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{x⃗n}n∈Z+ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Hx⃗ = span{xrn;n ∈ Z+, 1 ≤ r ≤ N}, Lx⃗ = Lin{xrn;n ∈ Z+, 1 ≤ r ≤ N}. (6)

Ïîäïðîñòðàíñòâî Hx⃗ íàçûâàåì ïðîñòðàíñòâîì çíà÷åíèé N -ìåðíîé ïîëèíî-

ìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x⃗n}n∈Z+ . Îïðåäåëèì îïåðàòîð

Ax⃗x =

N∑
j=1

∞∑
k=0

αj,k
1

ak

(
ck−1x

j
k−1 − bkx

j
k + ckx

j
k+1

)
,

x ∈ Lx⃗, x =
N∑
j=1

∞∑
k=0

αj,kx
j
k, αj,k ∈ C. (7)

Ïðè âûáîðå ýëåìåíòîâ èç ëèíåéíûõ îáîëî÷åê çäåñü è äàëåå ñóììû áóäóò
ïîäðàçóìåâàòüñÿ êîíå÷íûìè. Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå
íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà x è ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.
Îïåðàòîð Ax⃗ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hx⃗ ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Lx⃗. Åãî äåôåêòíûå
÷èñëà íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà N . Îïåðàòîð Ax⃗ ìû íàçûâàåì îïåðàòîðîì
N -ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x⃗n}n∈Z+ . Ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

xrn = pn(Ax⃗)x
r
0, n ∈ Z+, 1 ≤ r ≤ N. (8)
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Åñëè Ã åñòü íåêîòîðîå ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå Ax⃗ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H̃ ⊇ Hx⃗, òî

xrn = pn(Ã)x
r
0, n ∈ Z+, 1 ≤ r ≤ N. (9)

Áîëåå òîãî, âñåâîçìîæíûå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Ax⃗ äàþò âñå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû Â, äëÿ êîòîðûõ èìååò
ìåñòî ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà (9). Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (9) â
âåêòîðíîì âèäå:

x⃗n = pn(Ã)x⃗0 =

∫
R
pn(λ)dẼλ


x10
x20
...
xr0

 , n ∈ Z+, (10)

ãäå {Ẽλ}λ∈R ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû îïåðàòîðà Ã, è
ïîíèìàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû pn(Ã) è Ẽλ äåéñòâóþò íà êàæäóþ êîìïîíåíòó
âåêòîðà x⃗0.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü Ax⃗ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåêîòîðîé N -ìåðíîé

ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x⃗n}n∈Z+ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H. Ïóñòü Ã ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì Ax⃗ â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå H̃ ⊇ Hx. Ìàòðèöó-ôóíêöèþ

F (λ) = (Fj,k(λ))
N
j,k=1 =

(
(P H̃

Hx⃗
Ẽλx

j
0, x

k
0)H

)N
j,k=1

, (11)

ãäå {Ẽλ}λ∈R ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñëåâà îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì

åäèíèöû îïåðàòîðà Ã, áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíîé ìàòðèöåé-ôóíê-

öèåé N-ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x⃗n}n∈Z+ .

Ôóíêöèþ

Kn,m = (Kr,s
n,m)Nr,s=1, n,m ∈ Z+,

ãäå Kr,s
n,m := (xrn, x

s
m)H , íàçûâàåì (ìàòðè÷íîé) êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé N -

ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x⃗n}n∈Z+ . Äëÿ íåå èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå:

Kn,m =

∫
R
pn(λ)pm(λ)dF (λ), n,m ∈ Z+, (12)

ãäå F - ñïåêòðàëüíàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîìåðíîé ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â àáñòðàêòíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Õ. Êðàìåðà î íåîáõîäè-
ìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà
áûëà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. [5],[6]). Àíàëîã ýòîé
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òåîðåìû áóäåò ïîëó÷åí äëÿ ñëó÷àÿ N -ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Ïî àíàëîãèè ñî ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àåì ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ íà
ìàòðèöó-ôóíêöèþ äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà áûëà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé
âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ âåêòîðíîé ïîëèíî-
ìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçíèêàåò çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé íåò àíàëîãà
â òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: îïèñàíèå âñåõ ñïåêòðàëüíûõ
ôóíêöèé çàäàííîé âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èñïîëü-
çóÿ ðåçóëüòàòû À.Â. Øòðàóñà îá îáîáùåííûõ ðåçîëüâåíòàõ ñèììåòðè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ, ýòà çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ. Òàêæå ìû óñòàíîâèì íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà áûëà âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Îáîçíà÷åíèÿ. Êàê îáû÷íî, ìû îáîçíà÷àåì C,R,Z,N ìíîæåñòâà
êîìïëåêñíûõ, âåùåñòâåííûõ, öåëûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî,
à òàêæå Z+ := N ∪ {0}, C+ := {z ∈ C : Im z > 0}. Àëãåáðó âñåõ êîìïëåêñíûõ
n × n ìàòðèö ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Cn×n, n ∈ N. Ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíûõ
êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ a = (a1, a2, . . . , an), áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Cn, n ∈ N.
Åñëè a ∈ Cn, òî a

∗ îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé âåêòîð. Ìíîæåñòâî
êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäåì îáîçíà÷àòü P.

Ïîñðåäñòâîì (·, ·)H , || · ||H ìû îáîçíà÷àåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è
íîðìó â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Åñëè ýòî íå ïðèâîäèò
ê íåäîðàçóìåíèþ, èíäåêñ H ìû íå ïèøåì. Ïîñðåäñòâîì LinM è spanM
îáîçíà÷åíû ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà è çàìêíóòàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâàM âH, ñîîòâåòñòâåííî. M îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâàM ⊆ H
â ìåòðèêå H. Åñëè L - ïîäïðîñòðàíñòâî H, òî PH

L îáîçíà÷àåò îïåðàòîð
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â H íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. Äëÿ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðàA âH ìû îáîçíà÷àåìD(A) åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, è ïîñðåäñòâîì
A∗ îáîçíà÷àåòñÿ ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, åñëè îí ñóùåñòâóåò. Ïîñðåäñòâîì
A îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå îïåðàòîðà A, åñëè îíî ñóùåñòâóåò. Åñëè äëÿ A
ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð, òî ìû îáîçíà÷àåì åãîA−1. Åñëè A îãðàíè÷åí,
òî ∥A∥ îáîçíà÷àåò åãî íîðìó. Ïîñðåäñòâîì EH îáîçíà÷àåòñÿ åäèíè÷íûé
îïåðàòîð â H, ò.å. EHx = x, x ∈ H. Âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàáîòå ãèëüáåðòîâû
ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè.

Àíàëîã òåîðåìû Õ. Êðàìåðà. Ñâîéñòâà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû CN×N -çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (λ) = (Fj,k(λ))
N
j,k=1,

λ ∈ R, áûëà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé íåêîòîðîé N -ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ:

A) F (λ) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ìàòðèöåé-ôóíêöèåé íà R;
B) F (−∞) = 0, F (+∞) = K, ãäå K ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé êîíå÷íîé

ìàòðèöåé;
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C)
∫
R λ

2ndFj,j(λ) <∞, äëÿ âñåõ n ∈ Z+, j = 1, 2, ..., N .

Åñëè óñëîâèÿ A),B) ,C) âûïîëíåíû, òî òðåáóåìàÿ N -ìåðíàÿ ïîëèíîìè-

àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x⃗n = pn(A)x⃗0, n ∈ Z+, íàéäåòñÿ äëÿ ëþáîé

çàäàííîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ {pn(λ)}n∈Z+ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F (λ) = (Fj,k(λ))
N
j,k=1

ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé íåêîòîðîé N -ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x⃗n}n∈Z+ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïî îïðåäåëå-

íèþ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè ýòî çíà÷èò, ÷òî âûïîëíåíî (11), ãäå {Ẽλ}λ∈R
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñëåâà îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû îïå-
ðàòîðà Ã. Ïðè ýòîì îïåðàòîð Ã ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñàìîñîïðÿæåííûì
ðàñøèðåíèåì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H̃ ⊇ H îïåðàòîðà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Ax⃗. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

lim
λ→+∞

Fj,k(λ) = lim
λ→+∞

(Ẽλx
j
0, x

k
0)H̃ = (xj0, x

k
0)H ;

lim
λ→−∞

Fj,k(λ) = lim
λ→−∞

(Ẽλx
j
0, x

k
0)H̃ = 0.

ÏîëàãàÿK := ((xj0, x
k
0)H)Nj,k=1, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî óñëîâèå B) â ôîðìóëèðîâêå

òåîðåìû âûïîëíåíî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ξ⃗ = (ξ1, ξ2, ..., ξN ) ∈ CN , è
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α, β : α ≤ β, ìû ìîæåì çàïèñàòü

ξ⃗(F (β)− F (α))ξ⃗∗ =

N∑
µ,ν=1

(Fµ,ν(β)− Fµ,ν(α))ξµξν

=
N∑

µ,ν=1

ξµξν((Ẽβ − Ẽα)x
µ
0 , x

ν
0)H̃ =

(Ẽβ − Ẽα)
N∑

µ=1

ξµx
µ
0 ,

N∑
ν=1

ξνx
ν
0


H̃

≥ 0.

Çíà÷èò, óñëîâèå A) òåîðåìû òàêæå âûïîëíåíî. Èç ðàâåíñòâà (12) ïðè n = 0
ïîëó÷àåì, ÷òî∫

R
pm(λ)dFj,j(λ) =

1

p0
Kj,j

0,m <∞, m ∈ Z+, j = 1, 2, ..., N. (13)

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí pm èìååò ñòåïåíü m, òî ìíîãî÷ëåí λ2n ìîæíî
ðàçëîæèòü â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìíîãî÷ëåíîâ p0, p1, ..., p2n:

λ2n =
2n∑
r=1

αrpr(λ), αr ∈ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå C) òåîðåìû òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåííûì.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íåêîòîðàÿ CN×N -çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (λ) =
= (Fj,k(λ))

N
j,k=1, λ ∈ R, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì A),B) è C) èç ôîðìóëèðîâêè

òåîðåìû. Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìå Íàéìàðêà (ñì. [7]), íàéäåòñÿ
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îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû {Êλ} â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå Ĥ è ëèíåéíîå îãðàíè÷åííîå îòîáðàæåíèå R ïðîñòðàíñòâà CN â
Ĥ, òàêèå, ÷òî

F (λ) = R∗ÊλR, λ ∈ R. (14)

Çäåñü R∗ îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
Ïóñòü {e⃗j}Nj=1, e⃗j = (δj,k)

N
k=1, - ñòàíäàðòíûé áàçèñ â CN . Ïîëîæèì

xj0 = Re⃗j , j = 1, 2, ..., N. (15)

Òîãäà

Fj,k(λ) = (e⃗jF (λ), e⃗k)CN
= (R∗ÊλRe⃗j , e⃗k)CN

=

= (ÊλRe⃗j , Re⃗k)Ĥ = (Êλx
j
0, x

k
0), 1 ≤ j, k ≤ N. (16)

Ðàññìîòðèì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Â =

∫
R
λdÊλ. (17)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (16) è óñëîâèÿ C) òåîðåìû, íà âåêòîðàõ xj0, j =

= 1, 2, ..., N îïðåäåëåíû âñå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè îïåðàòîðà Â.
Ïóñòü {pn(λ)}n∈Z+ - ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà
âåùåñòâåííîé îñè. Ïîëîæèì

xkn = pn(Â)x
k
0, n ∈ Z+, k = 1, 2, ..., N. (18)

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k, 1 ≤ k ≤ N , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xkn}n∈Z+ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé, ÷òî ñëåäóåò ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ
ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ñâÿçàííûìè. Âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
èìååò âèä

Rxk,xs(n,m) = (xkn, x
s
m)

Ĥ
= (pn(Â)x

k
0, pm(Â)xs0)Ĥ =

=

∫
R
pn(λ)pm(λ)d(Êλx

k
0, x

s
0)Ĥ =

∫
R
pn(λ)pm(λ)dFk,s(λ), k = 1, 2, ..., N. (19)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåì, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò
ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ âèäà (3). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3)
íà pm(λ) è èíòåãðèðóÿ ïî dFk,s(λ), ìû ïîëó÷èì

1

an

(
cn−1Rxk,xs(n− 1,m)− bnRxk,xs(n,m) + cnRxk,xs(n+ 1,m)

)
=

=

∫
R
λpn(λ)pm(λ)dFk,s(λ). (20)
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Ìåíÿÿ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ìåñòàìè n è m, è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî
Rxk,xs(n,m) = Rxk,xs(m,n), ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

1

am

(
cm−1Rxk,xs(n,m− 1)− bmRxk,xs(n,m) + cmRxk,xs(n,m+ 1)

)
=

=

∫
R
λpn(λ)pm(λ)dFk,s(λ). (21)

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå (4). Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xkn}n∈Z+ è {xsm}m∈Z+ ÿâëÿþòñÿ
ïîëèíîìèàëüíî ñâÿçàííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{x⃗n}n∈Z+ , ñîñòàâëåííàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xkn}n∈Z+ , ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíîé. Èç ñîîòíîøåíèÿ (16) ñëåäóåò, ÷òî F (λ) ÿâëÿåòñÿ åå ñïåêòðàëüíîé
ôóíêöèåé. 2

Èñïîëüçóÿ íàøè ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà ïîëèíîìèàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â [1], íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óñèëåíèå êðèòåðèÿ
ïîëèíîìèàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç [2, Òåîðåìà 1, ñ. 9].

Òåîðåìà 2 Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈Z+ ýëåìåíòîâ ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìè-

àëüíîé â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Kn,m

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíè-

ÿì:
1

an
(cn−1Kn−1,m − bnKn,m + cnKn+1,m) =

=
1

am
(cm−1Kn,m−1 − bmKn,m + cmKn,m+1) , n,m ∈ Z+, (22)

ãäå {cn}n∈Z+ , {an}n∈Z+ � íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë, {bn}n∈Z+ � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,

c−1 = 0 è K−1,m = Kn,−1 = 0 (n,m ∈ Z+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç íåîáõîäèìîñòè âûøåóïî-
ìÿíóòîé òåîðåìû 1 èç [2, ñ. 9]. Èç äîñòàòî÷íîñòè òîé æå òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈Z+ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé â

íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H̃ ⊇ H. Ïóñòü Hx = span{xn}n∈Z+

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à Ax - îïåðàòîð
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [1] è óïîìÿíóòî âûøå âî ââåäåíèè,
âñåâîçìîæíûå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ Â ⊇ Ax âî âñåâîçìîæíûõ
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ĥ ⊇ H óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

xn = pn(Â)x0, n,m ∈ Z+. (23)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈Z+ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé â

êàæäîì òàêîì ïðîñòðàíñòâå Ĥ ⊇ H. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [1] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî îïåðàòîð (îäíîìåðíîé) ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
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ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì ñ ðàâíûìè äåôåêòíûìè ÷èñëàìè (íóëåâûìè èëè
ðàâíûìè åäèíèöå). Çíà÷èò, ó îïåðàòîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ax íàéäåòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå Â â ñàìîì ïðîñòðàíñòâå H. Çíà÷èò, {xn}n∈Z+

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â H. 2
Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé âåêòîðíûõ ïîëèíîìè-

àëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü çàäàí íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{x1n}n∈Z+ , {x2n}n∈Z+ , ..., {xNn }n∈Z+ (24)

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (N ∈ N). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçîâûâàëè N -ìåðíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Rxk,xs(n,m) := (xkn, x
s
m)H óäîâëåò-

âîðÿëà ñëåäóþùèì ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíèÿì:

1

an

(
cn−1Rxk,xs(n− 1,m)− bnRxk,xs(n,m) + cnRxk,xs(n+ 1,m)

)
=

=
1

am

(
cm−1Rxk,xs(n,m− 1)− bmRxk,xs(n,m) + cmRxk,xs(n,m+ 1)

)
,

n,m ∈ Z+, k, s = 1, 2, ..., N, (25)

ãäå {cn}n∈Z+ , {an}n∈Z+ - íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë, {bn}n∈Z+ - íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,

c−1 = 0 è Rxk,xs(−1,m) = Rxk,xs(n,−1) = 0 (n,m ∈ Z+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (24)
îáðàçóþò N -ìåðíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â íåêîòîðîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH. Â òàêîì ñëó÷àå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xkn}n∈Z+ ,
1 ≤ k ≤ N , áóäóò îäíîìåðíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñ
îäíîé è òîé æå ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (25) ïðè
k = s áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Ïðè ýòîì, êîýôôèöèåíòû
an, bn, cn ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû 1 â [2]). Ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (25) ïðè k ̸= s íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
ïîëèíîìèàëüíî ñâÿçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü çàäàí íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (24) â íåêîòîðîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH, è âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (25). Â ñèëó òåîðåìû 2 ìû çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (24) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè â H. Ïðè ýòîì ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ
êàæäîé èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàíà îäíîé è òîé æå, òåì ñïîñîáîì, êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 1 â [2]. (Çàìåòèì,
÷òî ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò äîïóñêàòü
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ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñèñòåìàìè îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Î÷å-
âèäíûé ïðèìåð - íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Ýòè âûáðàííûå ìíîãî÷ëåíû
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (3). Ñîîòíîøåíèå (25) ïðè k ̸= s îçíà÷àåò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xkn}n∈Z+ è {xsn}n∈Z+ ïîëèíîìèàëüíî ñâÿçàíû. Çíà÷èò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (24) îáðàçóþò N -ìåðíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü â H. 2

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì, íàïðèìåð, [8, Ñ.361-363]).

Òåîðåìà 4 Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ïîëóáåñêîíå÷íàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà

Γ = (γk,l)
∞
k,l=0, γk,l ∈ C. Åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(γk,l)
r
k,l=0 ≥ 0, r ∈ Z+, (26)

òî íàéäåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è íàáîð ýëåìåíòîâ {xn}n∈Z+ â

H òàêèå, ÷òî

(xn, xm)H = γn,m, n,m ∈ Z+. (27)

Ïðè ýòîì span{xn}n∈Z+ = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî V . Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ïðîñòðàíñòâî ïîëóáåñêîíå÷íûõ
êîìïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(un)n∈Z+ = (u0, u1, u2, . . .), (un ∈ C).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû xj , j ∈ Z+

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ñëó÷àå âûáîðà ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â
êà÷åñòâå xj ìîæíî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé j-ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà
åäèíèöå, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ (j ∈ Z+). Îáîçíà÷èì V0 = Lin{xn}n∈Z+ .
Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:

[x, y] =
∑

n,m∈Z+

γn,manbm, (28)

äëÿ x, y ∈ V0,

x =
∑
n∈Z+

anxn, y =
∑

m∈Z+

bmxm, an, bm ∈ C.

Çäåñü âñå ñóììû ïîäðàçóìåâàþòñÿ êîíå÷íûìè. Ïðîñòðàíñòâî V0 ñ ôóíêöèî-
íàëîì [·, ·] ÿâëÿåòñÿ êâàçèãèëüáåðòîâûì. Ïðîâîäÿ ôàêòîðèçàöèþ è ïîïîëíÿÿ
åãî ([9]) ìû ïîëó÷èì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è íàáîð ýëåìåíòîâ
{xn}n∈Z+ (ìû ñîõðàíèëè äëÿ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîãî ýëåìåí-
òîì xn, îáîçíà÷åíèå xn) â H òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî (27). Åñëè
span{xn}n∈Z+ ̸= H, òîãäà òðåáóåìûì ïðîñòðàíñòâîì áóäåò span{xn}n∈Z+ .
2

Õîðîøî èçâåñòíû óñëîâèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà
áûëà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ìíîãîìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà [6].
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò óñëîâèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ ñ òåì, ÷òîáû
îíà áûëà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé íåêîòîðîé âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 5 Äëÿ òîãî, ÷òîáû CN×N -çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Kn,m = (Kr,s
n,m)Nr,s=1 ,

n,m ∈ Z+ , áûëà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé íåêîòîðîé N -ìåðíîé ïîëèíîìè-

àëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

A) Ïîëóáåñêîíå÷íàÿ áëî÷íàÿ ìàòðèöà K = (Kn,m)∞n,m=0 = (γk,l)
∞
k,l=0 ,

γk,l ∈ C, èìååò âñå íåîòðèöàòåëüíûå ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû, ò.å.

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (26);

B) Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

1

an

(
cn−1K

r,s
n−1,m − bnK

r,s
n,m + cnK

r,s
n+1,m

)
=

=
1

am

(
cm−1K

r,s
n,m−1 − bmK

r,s
n,m + cmK

r,s
n,m+1

)
,

n,m ∈ Z+, r, s = 1, 2, ..., N, (29)

ãäå {cn}n∈Z+ , {an}n∈Z+ - íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë, {bn}n∈Z+ - íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,

c−1 = 0 è Kr,s
−1,m = Kr,s

n,−1 = 0 (n,m ∈ Z+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Kn,m = (Kr,s
n,m)Nr,s=1, n,m ∈ Z+,

ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé íåêîòîðîé N -ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x⃗n}n∈Z+ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Â ýòîì
ñëó÷àå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, çàïèñûâàåì

Kr,s
n,m = (xrn, x

s
m)H , r, s = 1, 2, ..., N ; n,m ∈ Z+,

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà âåêòîðîâ ξ⃗n = (ξn,1, ξn,2, ..., ξn,N ) ∈ CN , n =
= 0, 1, ..., l , l ∈ Z+, ñïðàâåäëèâî

l∑
n,m=0

ξ⃗nKn,mξ⃗
∗
m =

l∑
n,m=0

N∑
r,s=1

ξn,rξm,s(x
r
n, x

s
m) =

=

(
l∑

n=0

N∑
r=1

ξn,rx
r
n,

l∑
m=0

N∑
s=1

ξm,sx
s
m

)
=

∥∥∥∥∥
l∑

n=0

N∑
r=1

ξn,rx
r
n

∥∥∥∥∥
2

≥ 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî l ∈ Z+ áëî÷íàÿ ìàòðèöà (Kn,m)ln,m=0

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå A) èç ôîðìóëèðîâêè
òåîðåìû âûïîëíåíî. Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ B) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç òåîðåìû 3.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé CN×N -çíà÷íîé ôóíêöèè Kn,m =
= (Kr,s

n,m)Nr,s=1, n,m ∈ Z+, âûïîëíåíû óñëîâèÿ A) è B) èç ôîðìóëèðîâêè
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òåîðåìû è K = (Kn,m)∞n,m=0 = (γk,l)
∞
k,l=0, γk,l ∈ C. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4

íàéäóòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è íàáîð ýëåìåíòîâ {yn}n∈Z+ â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå òàêèå, ÷òî

γk,l = (yk, yl)H k, l ∈ Z+. (30)

Èç ñòðóêòóðû áëî÷íîé ìàòðèöû K âèäíî, ÷òî

Kr,s
n,m = γnN+r−1,mN+s−1 n,m ∈ Z+, 1 ≤ r, s ≤ N. (31)

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

xrn = ynN+r−1 n ∈ Z+, 1 ≤ r ≤ N. (32)

Òîãäà

Kr,s
n,m = (xrn, x

s
m)H n,m ∈ Z+, 1 ≤ r, s ≤ N. (33)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Kr,s
n,m, n,m ∈ Z+, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîé êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {yrn}n∈Z+ è {ysn}n∈Z+ (1 ≤
≤ r, s ≤ N). Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî óñëîâèå B) òåîðåìû, òî, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 3, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yrn}n∈Z+ , r = 1, 2, ..., N ,
îáðàçóþò N -ìåðíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â H. Ïðè ýòîì,
ñîãëàñíî (33) ôóíêöèÿ Kn,m ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 2

Ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè

Èç îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ìàòðèöû-ôóíêöèè âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäíî, ÷òî îíè ïîðîæäàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè
îïåðàòîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû î ñïåêòðàëüíûõ
ôóíêöèÿõ ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ìîæíî ÿâíî îïèñàòü âñå ñïåêòðàëüíûå
ôóíêöèè âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü çàäàíà N -ìåðíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x⃗n}n∈Z+ ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{x1n}n∈Z+ , {x2n}n∈Z+ , ..., {xNn }n∈Z+ (34)

â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (N ∈ N). Ïóñòü Ax⃗ ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hx⃗.

Ïóñòü Â ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ax⃗ â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Ĥ ⊇
⊇ Hx⃗. Îáîçíà÷èì Rz(Â) ðåçîëüâåíòó Â è {Êλ}λ∈R åãî íåïðåðûâíîå ñëåâà
îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ Rz = P Ĥ
H Rz(Â) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòîé Ax⃗, z ∈ C\R.

Ôóíêöèÿ Eλ = P Ĥ
H Êλ, λ ∈ R, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà ñïåêòðàëüíîé
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ôóíêöèåé ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ax⃗. Ìåæäó îáîáùåííûìè ðåçîëüâåí-
òàìè è ñïåêòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè (íåïðåðûâíûìè ñëåâà èëè íîðìèðîâàí-
íûìè íåêîòîðûì äðóãèì îáðàçîì) ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ ([8]):

(Rzf, g)Hx⃗
=

∫
R

1

λ− z
d(Eλf, g)Hx⃗

, f, g ∈ Hx⃗, z ∈ C\R. (35)

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç [10], êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â
äàëüíåéøåì. Ïóñòü B � çàìêíóòûé ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(B), D(B) = H. Îáîçíà÷èì
∆B(λ) = (B − λEH)D(B) è Nλ = Nλ(B) = H ⊖∆B(λ), λ ∈ C\R. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð C, îòîáðàæàþùèéNi âN−i.
Äëÿ

g = f + Cψ − ψ, f ∈ D(B), ψ ∈ Ni, (36)

ìû ïîëàãàåì

BCg = Bf + iCψ + iψ. (37)

Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå D(A), Ni è N−i ñîñòîèò ëèøü èç íóëåâîãî ýëåìåíòà,
ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Îïåðàòîð BC íàçûâàþò êâàçèñàìîñîïðÿæåííûì

ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà B, îïðåäåëÿåìûì îïåðàòîðîì C. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [10, Òåîðåìà 7]:

Òåîðåìà 6 Ïóñòü B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(B), D(B) = H.

Âñå îáîáùåííûå ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà B èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Rλ =

{
(BF (λ) − λEH)−1, Imλ > 0

(BF ∗(λ) − λEH)−1, Imλ < 0
, (38)

ãäå F (λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â C+ îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèåé,

çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñæàòèÿ, îòîáðàæàþùèå Ni(B) â N−i(B)
(∥F (λ)∥ ≤ 1), è BF (λ) ÿâëÿåòñÿ êâàçèñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì B,
îïðåäåëÿåìûì F (λ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè F (λ) ñ óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè îòâå÷àåò, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (38), íåêîòîðàÿ îáîáùåííàÿ

ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà B.

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (38) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì [10]. Èñïîëü-
çóÿ ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïèñàíèþ
ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé âåêòîðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü çàäàíà N -ìåðíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{x⃗n}n∈Z+ â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (N ∈ N). Ïóñòü
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Ax⃗ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè Hx⃗. Âñå ìàòðè÷íûå ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{x⃗n}n∈Z+ èìåþò ñëåäóþùèé âèä

F (λ) = (Fj,k(λ))
N
j,k=1, (39)

ãäå Fj,k(λ) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ∫
R

1

λ− z
dFj,k(λ) =

((
(Ax⃗)G(z) − zEHx⃗

)−1
xj0, x

k
0

)
H
, z ∈ C+, (40)

ãäå G(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â C+ îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèåé,

çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñæàòèÿ, îòîáðàæàþùèå Ni(Ax⃗) â N−i(Ax⃗)
(∥G(z)∥ ≤ 1), è AG(z) ÿâëÿåòñÿ êâàçèñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì Ax⃗,

îïðåäåëÿåìûì G(z).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîëüíîé îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè G(z) ñ óïîìÿíó-
òûìè ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâóåò, ñîãëàñíî (40), íåêîòîðàÿ ìàòðè÷íàÿ

ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ N -ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{x⃗n}n∈Z+ .

Ïðè ýòîì, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè òàêèìè îïåðàòîðíîçíà÷íûìè

ôóíêöèÿìè è ñïåêòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óñòàíàâëè-

âàåìîå ñîîòíîøåíèåì (40), âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî,
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íîé ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè
N -ìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Ïóñòü çàäàíà N -ìåðíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x⃗n}n∈Z+ â
íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (N ∈ N), è Ax⃗ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hx⃗. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äâóì ðàçëè÷íûì àíàëèòè÷åñêèì â C+ îïåðàòîðíîçíà÷íûì ôóíêöèÿì
G1(z) è G2(z), çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñæàòèÿ, îòîáðàæàþùèå
Ni(Ax⃗) â N−i(Ax⃗), îòâå÷àåò îäíà è òà æå ìàòðè÷íàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
F (λ) = (Fj,k(λ))

N
j,k=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x⃗n}n∈Z+ . Ïîñêîëüêó G1(z) è

G2(z) ðàçëè÷íû, òî èì îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå îáîáùåííûå ðåçîëüâåíòû R1,z

è R2,z îïåðàòîðà Ax⃗, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 6. Èç ñîîòíîøåíèÿ (40) ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî(

R1,zx
j
0, x

k
0

)
H

=
(
R2,zx

j
0, x

k
0

)
H
, z ∈ C+, 1 ≤ j, k ≤ N. (41)

Ïóñòü îáîáùåííàÿ ðåçîëüâåíòà Rm,z ïîðîæäàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé Rm,z ñàìîñî-

ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Âm ⊇ Ax⃗ â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
Ĥm ⊇ Hx⃗:

Rm,z = P Ĥm
Hx⃗

Rm,z, m = 1, 2.

Îáîçíà÷èì LN := Lin{xj0}1≤j≤N . Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ è ñîîòíîøåíèåì
R∗

m,z = Rm,z, z ∈ C\R, m = 1, 2, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(R1,zx, y)H = (R2,zx, y)H , x, y ∈ LN , z ∈ C\R. (42)
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî z ∈ C\R. Ïóñòü

Hz := (Ax⃗ − zEHx⃗
)Lx⃗ = (Ax⃗ − zEHx⃗

)D(Ax⃗).

Ïîëîæèì

yr0 := xr0 − PHx⃗
Hz
xr0, 1 ≤ r ≤ N. (43)

Îáîçíà÷èì H0 := span{yr0}Nr=1. Â ðàáîòå [1] (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2)
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

Hx⃗ = Hz ⊕H0. (44)

Òàêèì îáðàçîì, H0 ÿâëÿåòñÿ äåôåêòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà Ax⃗,
îòâå÷àþùèì íåâåùåñòâåííîìó z. Ïîñêîëüêó

Rj,z(Ax⃗ − zEHx⃗
)x = (Aj − zEHj )

−1(Aj − zEHj )x = x, x ∈ Lx⃗ = D(Ax⃗),

òî

R1,zu = R2,zu ∈ H, u ∈ Hz; (45)

R1,zu = R2,zu, u ∈ Hz, z ∈ C\R. (46)

Ìû ìîæåì çàïèñàòü

(Rn,zx, u)H = (Rn,zx, u)Hn = (x,Rn,zu)Hn = (x,Rn,zu)H , (47)

ãäå x ∈ LN , u ∈ Hz, n = 1, 2 , è çíà÷èò,

(R1,zx, u)H = (R2,zx, u)H , x ∈ LN , u ∈ Hz. (48)

Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y ∈ Lx⃗ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå y = yz + y′, yz ∈ Hz, y

′ ∈ LN . Èñïîëüçóÿ (42) è (48),
ìû ïîëó÷àåì

(R1,zx, y)H = (R1,zx, yz + y′)H = (R2,zx, yz + y′)H = (R2,zx, y)H ,

ãäå x ∈ LN , y ∈ Lx⃗. Ïîñêîëüêó Lx⃗ = Hx⃗, ìû ïîëó÷àåì

R1,zx = R2,zx, x ∈ LN , z ∈ C\R. (49)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Lx⃗, x = xz + x′, xz ∈ Hz, x
′ ∈ LN , èñïîëüçóÿ

ñîîòíîøåíèÿ (46), (49), ìû ïîëó÷èì

R1,zx = R1,z(xz + x′) = R2,z(xz + x′) = R2,zx, x ∈ Lx⃗, z ∈ C\R, (50)

è

R1,zx = R2,zx, x ∈ Hx⃗, z ∈ C\R. (51)

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 2
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