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1. Ââåäåíèå.

Àíàëèç ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ âíóòðè îãðàíè÷åííûõ îáú¼ìîâ
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì, êàê â òåîðåòè÷åñêîì, òàê è â ïðèêëàäíîì ïëàíå. Ñ
ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ âîçíèêàþò, íàïðèìåð, âîïðîñû, êàê ñîçäàâàòü
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òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â çàäàííîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà, êàê óñòðàíèòü ýëåêòðè÷åñêèé ïðîáîé â ãàçàõ, íàïîëíÿþùèõ
ðàáî÷èé îáú¼ì ýëåêòðîïðèáîðîâ, êàê èçáåæàòü íàêîïëåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêèõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçëè÷íûõ óñòðîéñòâ. Ñ òåîðåòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñíû âîïðîñû ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ è
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè êàê íîâûõ, òàê è êëàññè÷åñêèõ
çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè, ìàãíèòîñòàòèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ,
â òîì ÷èñëå ñôåðè÷åñêèõ, ñòðóêòóð ñî ñëîæíûìè ãðàíèöàìè. Òàêæå
âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû îïòèìèçàöèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîöåäóð
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè è ìàãíèòîñòàòèêè íà
ñôåðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ òåñòîâûìè äëÿ
òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ íàïðàâëåíèé, íàïðèìåð, îáðàòíûõ çàäà÷
ìàãíèòîòåëëóðè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ äåëàòü âûâîäû î ãëó-
áèííîì ñòðîåíèè çåìíîé êîðû ïî èçìåðåííîìó íà ïîâåðõíîñòè çåìëè
ìàãíèòíîìó ïîëþ. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ñòðóêòóð
ñòèìóëèðóþò ðàçâèòèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè, ýëåêòðîñòàòèêè, ýëåêòðîäèíàìèêè è òåîðèè äèôðàêöèè
(ñì. [1]-[9]). Âìåñòå ñ òåì, ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òàêèì çàäà÷àì ýëåêòðîñòàòèêè
íà ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, ÿâíî íåäîñòàòî÷íî (ñì. [2, 3, 4, 8]). Öåëüþ
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî àëãîðèòìà çàäà÷è
ðàñ÷åòà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî ñôåðè÷åñêîãî
ñåãìåíòà, ðàçìåù¼ííîãî ìåæäó ñåêöèîíèðîâàííûìè çàìêíóòûìè ñôåðàìè.
Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ñåêöèè çàìêíóòûõ ñôåð ìîæåò áûòü
âûáðàí ñâîé ïîòåíöèàë. Ýòîò âûáîð ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü â øèðîêîì
äèàïàçîíå òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ðåçóëüòèðóþùåãî ïîòåíöèàëà. Òàê,
çàäàíèå íóëåâîãî ïîòåíöèàëà íà îäíîé èç âíåøíèõ ýêðàíèðóþùèõ ñåêöèé
ìîæåò ìîäåëèðîâàòü ïîâåðõíîñòü ñòûêîâêè êîíñòðóêòèâíûõ îïîð ñòðóêòóðû.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ïàðíûõ ñóììàòîðíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ðàáîò (ñì. [1]-[12]),
â òîì ÷èñëå, ìåòîäû ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Àáåëÿ ïåðâîãî ðîäà, ñóììèðîâàíèÿ ðàçðûâíûõ ðÿäîâ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî. Îòìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðèçàöèþ èñõîäíîé çàäà÷è ìîæíî âûïîë-
íèòü íåñêîëüêèìè ìåòîäàìè. Â ðàáîòå ïðèìåíåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è
ýëåêòðîñòàòèêè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñâîäÿùèé èñõîäíóþ çàäà÷ó ê
ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà. Îòìåòèì, ÷òî ðåøàåìàÿ â ðàáîòå çàäà÷à íå ñâîäèòñÿ ê ðàíåå
ðàññìîòðåííûì çàäà÷àì (ñì. [1]-[4]). Ïîëó÷åíî è èññëåäîâàíî ðåøåíèå
àêòóàëüíîé ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè. Ðàññìîòðåíû
íåêîòîðûå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷è, âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ è îáîáùå-
íèÿ çàäà÷è.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü öåíòð ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà, öåíòðû äâóõ ýêðàíèðóþùèõ ñåãìåíò
ñåêöèîíèðîâàííûõ çàìêíóòûõ ñôåð ïîìåùåíû â íà÷àëî äåêàðòîâîé è
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåì êîîðäèíàò. Ñåãìåíò è ñåêöèîíèðîâàííûå ñôåðû èìåþò
íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ, îïèøåì èõ ïîäðîáíî. Ïîëàãàåì a0 - ðàäèóñ ñôåðè÷åñ-
êîãî ñåãìåíòà, θ0 - ïîëÿðíûé óãîë, èçìåðÿþùèé ñåãìåíò (íà ñåãìåíòå
θ0 < θ ≤ π ). Ïóñòü b1, b2 - ðàäèóñû ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííåé è âíåøíåé
ñåêöèîíèðîâàííûõ ñôåð ( b1 < a0 < b2 ). Ïóñòü äèýëåêòðè÷åñêàÿ è
ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèå
ñòðóêòóðû, åñòü ε1 ̸= 1, µ1 ̸= 1 è ïðîâîäèìîñòü σ = 0. Äëÿ ñôåðè÷åñêîãî
ñåãìåíòà âûáèðàåì ïîòåíöèàë V0/ε1, îòëè÷íûé îò íóëÿ, V0 ̸= 0. Ïóñòü
ñôåðè÷åñêèé ñåãìåíò è ñåêöèîíèðîâàííûå çàìêíóòûå ñôåðû ÿâëÿþòñÿ
èäåàëüíî ïðîâîäÿùèìè (èõ ïðîâîäèìîñòü σ = ∞). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ñåêöèîíèðîâàííûå ñôåðû ñîñòîÿò èç ÷àñòåé - ñåêöèé, ðàçäåëåííûõ íåïðîâîäÿ-
ùèìè áåñêîíå÷íî òîíêèìè ïåðåãîðîäêàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ñå÷åíèÿõ
ñôåðû ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòè X0Y . Äëÿ ðàçìåùåíèÿ
ñåêöèé íà ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåé ñôåðû (ðàäèóñà b1) çàäàíû ïîëÿðíûå óãëû
θj,1 ïåðåãîðîäîê ìåæäó N ñåêöèÿìè ñôåðû [θj−1,1 < θj,1, (j = 1, 2, .., N)], ïðè
ýòîì îòìå÷àåì, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ θ0,1 = 0, θN,1 = π. Ïóñòü êàæäàÿ (j)

- ñåêöèÿ èìååò ñâîé (íåçàâèñèìûé) ïîòåíöèàë Vj,1/ε1. Îáîçíà÷èì V
(N)
1 /ε1

ïîòåíöèàë âñåõ ñåêöèé ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåé ñôåðû, ðàâíûé ïîòåíöèàëó
Vj,1/ε1 íà (j) ñåêöèè. Äëÿ âíåøíåé ñôåðû (ðàäèóñà b2) àíàëîãè÷íî ïîëàãàåì:
À) çàäàííûìè ïîëÿðíûå óãëû θi,2 ïåðåãîðîäîê ìåæäó M ñåêöèÿìè [ïðè ýòîì
θ0,2 = 0, θM,2 = π],
Á) òàêæå çàäàííûìè ïîòåíöèàëû ñåêöèé Vi,2/ε1 (i = 1, 2, 3, ...,M),

Â) äëÿ ïîòåíöèàëà âñåé âíåøíåé ñôåðû ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå V
(M)
2 /ε1.

Çíà÷èò,

V
(N)
1 = Vj,1, r = b1, θj−1,1 < θ < θj,1, 1 ≤ j ≤ N, (1)

V
(M)
2 = Vi,2, r = b2, θi−1,2 < θ < θi,1, 1 ≤ i ≤ M. (2)

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîëÿ
−→
E è âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè

−→
D

âñþäó âíå ñåãìåíòà è âíå ñåêöèîíèðîâàííûõ ñôåð äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà è ìàòåðèàëüíûì óðàâíåíèÿì

rot
−→
E = 0, div

−→
D = ρ,

−→
D = ε1

−→
E , (3)

ãäå ρ - ïëîòíîñòü çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ.
Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîëÿ, â ñèëó îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (3),
ïðåäñòàâèì, ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðîâî÷íîé êîíñòàíòû, ñêàëÿðíûìè ïîòåí-

öèàëàìè U, äëÿ êîòîðûõ
−→
E = −grad(U). Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì, ÷òî â äàííîé

ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìàãíèòîñòàòè÷åñêîå ïîëå
−→
H è ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ

−→
B

îòñóòñòâóþò, ò. å.
−→
H = 0,

−→
B = 0. Ïîëíûå ïîòåíöèàëû U äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:
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à) áûòü íåïðåðûâíûìè íà ïîâåðõíîñòè ñåãìåíòà è íà ïîâåðõíîñòè êàæäîé
÷àñòè ñåêöèîíèðîâàííûõ ñôåð;
á) íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëîâ äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè
íà äîïîëíåíèè ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà äî çàìêíóòîãî ñåãìåíòà. Ïîëíûå
ïîòåíöèàëû äîëæíû èñ÷åçàòü íà áåñêîíå÷íîñòè U = O(r−1), r → ∞ è
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ êîíå÷íîñòè èíòåãðàëà ýíåðãèè â ëþáîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè W òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

∫
W (grad(U))2dw < ∞.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëíûå ïîòåíöèàëû âíå ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà è âíå
ñåêöèîíèðîâàííûõ ñôåð. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ýëåêòðîñòàòèêè èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå [13].

3. Ðÿäû Ôóðüå-Ëåæàíäðà äëÿ ïîòåíöèàëîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñíà÷àëà ïðèìåíèì ìåòîä ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé â
ïðîñòðàíñòâå R3 è ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
(3) â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïóñòü â R3 âûäåëåíû ÷åòûðå îáëàñòè
Q1, Q2, Q3, Q4, ðàçäåëåííûõ òðåìÿ ñôåðàìè ðàäèóñîâ r = b1, r = a0,
r = b2, ïîëàãàÿ 0 ≤ b1 < a0 < b2. Äëÿ âñåõ îáëàñòåé ïîëàãàåì θ ∈ [0, π],
φ ∈ [0, 2π]. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, áóäåì èñêàòü â ïåðâîé îáëàñòè
Q1 âòîðè÷íûé ïîòåíöèàë U1, âî âòîðîé îáëàñòè Q2 - ïîòåíöèàëû U2 è U3,
äëÿ îáëàñòè Q3 - ïîòåíöèàëû U4 è U5, äëÿ Q4 - ïîòåíöèàë U6. Âòîðè÷íûå
ïîòåíöèàëû ïðåäñòàâèì ðÿäàìè Ôóðüå - Ëåæàíäðà, îáåñïå÷èâàþùèìè
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èñ÷åçàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè
ïîòåíöèàëà â îêðåñòíîñòè íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò:

U1 =
1

ε1

∞∑
n=0

Fnr
nPn(cos θ), 0 ≤ r < b1, (4)

U2 =
1

ε1

∞∑
n=0

Anr
−n−1Pn(cos θ), b1 < r < a0, (5)

U3 =
1

ε1

∞∑
n=0

Bnr
nPn(cos θ), b1 < r < a0, (6)

U4 =
1

ε1

∞∑
n=0

Cnr
−n−1Pn(cos θ), a0 < r < b2, (7)

U5 =
1

ε1

∞∑
n=0

Dnr
nPn(cos θ), a0 < r < b2, (8)

U6 =
1

ε1

∞∑
n=0

Hnr
−n−1Pn(cos θ), r > b2, (9)

ãäå Pn(cos θ) - ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà ñòåïåíè
n àðãóìåíòà cos θ (íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ èíäåêñîâ n). Ïîëèíîìû Pn(cos θ)
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îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì sin θ íà îòðåçêå (0, π); íîðìà ïîëèíîìîâ Pn(x)
ðàâíà (2/(2n + 1))(0.5) â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1), â êîòîðîì îíè ñîñòàâëÿþò
áàçèñ; ïîëèíîìû Pn(x) - îãðàíè÷åíû åäèíèöåé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå äëÿ
x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, 3, ...

Êîýôôèöèåíòû Fn, An, Bn, Cn, Dn,Hn ðÿäîâ (4)-(9) áóäåì èñêàòü â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l̃2 ñ íåêîòîðûì âåñîì, îáåñïå÷èâàþùèì
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè èíòåãðàëà ýíåðãèè è, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

U2 + U3 = U4 + U5 = V
(N)
1 , 0 ≤ θ ≤ π, r = b1, (10)

U2 + U3 = U4 + U5 = V
(M)
2 , 0 ≤ θ ≤ π, r = b2, (11)

∂[U2 + U3]

∂r
=

∂[U4 + U5]

∂r
, r = a0, 0 ≤ θ < θ0. (12)

4. Ïàðíûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ïîñòðîèì ïàðíûå ñóììàòîðíûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ Bn, n > 0 ïîòåíöèàëà U3 (ñì. (6)). Ñíà÷àëà
ïîëó÷àåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ íà ñôåðè÷åñêîì ñåãìåíòå è óñëîâèå (12):

∞∑
n=0

(Ana
−n−1
0 +Bna

n
0 )Pn(cos θ) = V0, θ0 < θ ≤ π. (13)

∞∑
n=0

[
(−n− 1)a−n−2

0 (An − Cn) + nan−1
0 (Bn −Dn)

]
Pn(cos θ) = 0, 0 ≤ θ < θ0,

(14)
Èñêëþ÷èì èç óðàâíåíèé (13), (14) òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåèçâåñòíûõ
êîýôôèöèåíòîâ An, Cn, Dn ïîòåíöèàëîâ U2, U4, U5 (ñì. (5),(7),(8)), âûðàçèâ
èõ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Bn ïîòåíöèàëà U3 (ñì. (6)). Äëÿ ýòîãî â ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ âîñïîëüçóåìñÿ îðòîãîíàëüíîñòüþ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pn(cos θ) ñ
âåñîì sinθ íà îòðåçêå (0, π) è âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî θ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî n = 0, 1, 2, ..., ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ An,Cn,Dn:

Anb
−n−1
1 +Bnb

n
1 = J

(N)
n,1 , (15)

Ana
−n−1
0 +Bna

n
0 − Cna

−n−1
0 −Dna

n
0 = 0, (16)

Cnb
−n−1
2 +Dnb

n
2 = J

(M)
n,2 , (17)
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ãäå

J
(N)
n,1 = (2n+ 1)/2

∫ π

0
(U

(N)
1 )Pn(cos θ) sinθ dθ, (18)

J
(M)
n,2 = (2n+ 1)/2

∫ π

0
(U

(M)
2 )Pn(cos θ) sinθ dθ. (19)

Äëÿ èíòåãðàëîâ J
(N)
n,1 (18) è J

(M)
n,2 (19) âåëè÷èíû ïîòåíöèàëîâ U

(N)
1 è U

(M)
2

ââåäåíû â (1), (2).

Ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû (15)�(17) åäèíñòâåííî, òàê êàê å¼ îïðåäåëèòåëü

∆(0)
n = a−n−1

0 bn2 − an0b
−n−1
2 (20)

îòëè÷åí îò íóëÿ (äëÿ êàæäîãî n ≥ 0) â ñèëó çàäàííîãî ïî óñëîâèþ
íåðàâåíñòâà a0 < b2. Ðåøàåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó (15)�(17) ïî ïðàâèëó
Êðàìåðà, ïîëó÷àåì:

An = −Bnb
2n+1
1 + J

(N)
n,1 bn+1

1 , (21)

Cn =
[
Bn(a

n
0 − b2n+1

1 a−n−1
0 )bn2 + J

(N)
n,1 bn+1

1 a−n−1
0 bn2 − J

(M)
n.2 an0

]
/∆(0)

n (22)

Dn =

[
Bn(b

2n+1
1 − an0 )b

−n−1
2 − J

(N)
n,1 (

b1
a0b2

)n+1 + J
(M)
n,2 a−n−1

0

]
/∆(0)

n . (23)

Ïîäñòàâèì An, Cn, Dn (21)�(23) â (13), (14) è ïðèõîäèì ê íîâûì âñïîìîãà-
òåëüíûì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì:

∞∑
n=0

1

∆
(0)
n

{
(2n+ 1)

[
Bnb

n
2

((
b1
b2

)2n+1

+ 1

)
+

+J
(N)
n,1

(
b1
b2

)n+1

− J
(M)
n,2

]}
Pn(cos θ) = 0, 0 ≤ θ < θ0, (24)

∞∑
n=0

{
Bn

[
an0 (1− (b1/a0)

2n+1
]
+ J

(N)
n,1 (b1/a0)

n+1
}
Pn(cos θ) = V0, θ0 < θ ≤ π.

(25)

Òåïåðü â ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèÿõ (24), (25), ñîäåðæàùèõ îäíè
îòûñêèâàåìûå êîýôôèöèåíòû Bn, âûäåëèì ãëàâíóþ ÷àñòü è ïîäãîòîâèì
óðàâíåíèÿ ê ðåãóëÿðèçàöèè. Äëÿ ýòîãî â (24), (25) ââåäåì ïàðàìåòð ìàëîñòè

β̃n è âûïîëíèì ïåðåîáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Bn, n ≥ 0:

β̃n =

(
b1
a0

)2n+1
+
(
b1
b2

)2n+1
+
(
a0
b2

)2n+1
(
1−

(
b1
b2

)2n+1
)

1 +
(
b1
b2

)2n+1 , (26)
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B(1)
n = Bnb

n
2

[
1 + (b1/b2)

2n+1
] a−1

0

∆
(0)
n

. (27)

Ýòèì ïîëó÷èëè ïàðíóþ ñèñòåìó ñóììàòîðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðóþ äàëåå óäîáíî ïðåîáðàçîâûâàòü â ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

∞∑
n=0

(2n+ 1)

{
B(1)

n +
1

∆
(0)
n

J
(N)
n,1 (

b1
b2
)n+1

}
Pn(cos θ) =

=

∞∑
k=0

(2k + 1)

{
1

∆
(0)
k

J
(M)
k,2

}
Pk(cos θ), 0 6 θ < θ0, (28)

∞∑
n=0

{
B(1)

n

[
1− β̃n

]
+ J

(N)
n,1

(
b1
a0

)n+1
}
Pn(cos θ) = V0, θ0 < θ ≤ π. (29)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
(28), (29):
à) â ñèñòåìó âõîäÿò ðÿäû ïî ôóíêöèÿì Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà;

á) êîýôôèöèåíòû â (28), (29) ïðè íåèçâåñòíûõ B
(1)
n èìåþò àñèìïòîòèêó ïðè

n → ∞, îòëè÷àþùóþñÿ íà O(n);
â) ìàòðè÷íûé îïåðàòîð ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì â ïðîñòðàíñòâå
L2(0, π).

Äî ñèõ ïîð îáùåãî ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé íå
íàéäåíî. Ïðÿìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì è â íàñòîÿùåå
âðåìÿ, âðåìÿ ñâåðõ ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ, ìàëî ïðèãîäíû, â òîì ÷èñëå
èç-çà ñëîæíîñòè îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Âìåñòå ñ
òåì, ñèñòåìà (28), (29) äîïóñêàåò ðåãóëÿðèçàöèþ. Îñíîâó ðåãóëÿðèçàöèè
ñîñòàâëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà
Àáåëÿ. Â ðåçóëüòàòå â ðàáîòå ïîëó÷åíà ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìàÿ ñèñòåìà
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñâåäåì çàäà÷ó

îòûñêàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ B
(1)
n (ñì. (28), (29)) ê ðåøåíèþ íåîäíîðîäíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé I ðîäà òèïà Àáåëÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (29). Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ íà÷íåì ñ
ïîäñòàíîâêè âìåñòî ôóíêöèé Ëåæàíäðà Pn(cosθ) èõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé Ìåëåðà-Äèðèõëå [14]

Pn(cos θ) =

√
2

π

∫ π

θ
[sin(n+

1

2
)y]/

√
cos θ − cos ydy. (30)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ B
(1)
n â (29) ïðîñòðàíñòâó l2

è ïîìåíÿåì ïîðÿäêè èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ. Ýòèì ïðåîáðàçîâûâàåì
ñóììàòîðíîå óðàâíåíèå (29) â íåîäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà
Àáåëÿ ïåðâîãî ðîäà
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∫ π

θ
f(y)/

√
cos θ − cos ydy = V0. (31)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (31) èìååò êîðíåâóþ îñîáåíîñòü â ÿäðå, âîçíèêøóþ
â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèåì (30) äëÿ ôóíêöèé Ëåæàíäðà; çäåñü ôóíêöèÿ f(y) ∈
∈ L2(0, π) è f(y) ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Ñïåêòð èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (31), èìååò åäèíñòâåí-
íóþ òî÷êó ñãóùåíèÿ {0}. Ðåøèì óðàâíåíèå (31), ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå òèïà Àáåëÿ, è íàéäåì åäèíñòâåííîå åãî ðåøåíèå

f(y) =
2

π

d

dy

∫ π

y
[V0] /

√
cos y − cos t dt. (32)

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå f(y) (32) â âèäå íîâîãî óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàÿ,
÷òî f(y) ñîäåðæèò íîâûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

∞∑
n=0

B(1)
n

(
1− β̃n

)
sin

(
n+

1

2

)
y =

=

∞∑
k=0

[
J
(N)
k,1

(
b1
b2

)k+1

+ V0δk,0

]
sin

(
k +

1

2

)
y, θ0 < y ≤ π, (33)

ãäå δk,0 - ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (28). Äëÿ åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ
ðàçíîñòíîé ñâÿçüþ ìåæäó ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà è ïðîèçâîäíûìè ïîëèíîìîâ
Ëåæàíäðà

(2n+ 1)Pn(x) = P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x), (34)

è ïîäñòàâèì (34) â (28). Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
ðÿäîâ â (28), âûïîëíèì ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è íàõîäèì êîíñòàíòó
èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèâëåêàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òåïåðü â îáåèõ ÷àñòÿõ
íîâîãî óðàâíåíèÿ çàìåíèì ïîëèíîìû Ëåæàíäðà èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëå-
íèÿìè Ìåëåðà-Äèðèõëå

Pn(cos θ) =

√
2

π

∫ θ

0
[cos(n+

1

2
)y]/

√
cos y − cos θ dy. (35)

Ïåðåíåñÿ â óðàâíåíèè (28) âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà, âîñïîëüçó-
åìñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó
l2, âíîâü ìåíÿåì ïîðÿäêè ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòèì ïîëó÷èëè
îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà òèïà Àáåëÿ∫ θ

0
g(y)/

√
cos y − cos θ dy = 0. (36)
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Óðàâíåíèå (36) èìååò êîðíåâóþ îñîáåííîñòü â ÿäðå; ôóíêöèÿ g(y) ∈ L2(0, π),
g(0) = 0, è g(y) ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ðåøèì èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå òèïà Àáåëÿ, ïðèìåíÿÿ êîìïîçèöèþ ñ ÿäðîì. Íàéäåì åäèíñòâåííîå
åãî ðåøåíèå g(y) = 0, 0 ≤ y < θ0. Òåïåðü çàïèøåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
g(y) = 0 â âèäå íîâîãî óðàâíåíèÿ, òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî g(y) ñîäåðæèò
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Â èòîãå ïîëó÷èëè èñêîìîå ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå:

∞∑
n=0

B(1)
n sin

(
n+

1

2

)
y =

=
∞∑

m=0

1

∆
(0)
m

[
Jm,1

(
b1
b2

)m+1

− Jm,2

]
sin

(
m+

1

2

)
y, 0 ≤ y < θ0. (37)

Óðàâíåíèÿ (33), (37) ñîñòàâëÿþò ïàðíóþ ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
ïî ïîëíîìó îðòîãîíàëüíîìó ñ÷åòíîìó íàáîðó òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
sin
(
m+ 1

2

)
y, m = 0, 1, 2, ... â ïðîñòðàíñòâå L2(0, π).

5. Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (33), (37) è çàâåðøèì å¼

ðåãóëÿðèçàöèþ. Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû β̃n - ïàðàìåòðà ìàëîñòè, âõîäÿùèå

â ìíîæèòåëè ïðè êîýôôèöèåíòàõ B
(1)
n â óðàâíåíèè (33) èìåþò ïðåäåë ïðè

n → ∞, ðàâíûé íóëþ, òàê êàê, ñîãëàñíî (26), íàõîäèì, îöåíêó äëÿ β̃n:

β̃n = O
(
q2n+1

)
, q = max

[
a0
b2

,
b1
a0

,
b1
b2

]
, 0 < q < 1, n → ∞. (38)

Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (33), (37) âñå ðÿäû åñòü ðÿäû Ôóðüå â L2(0, π).
Ïîëóîáðàòèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (33), (37), èñïîëüçóÿ
ïîäõîä, áëèçêèé ê ìåòîäó çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà [5].

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èñêîìóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ðîäà:

B(1)
n =

∞∑
m=0

B(1)
m β̃n[δm,0 − ωn,m(θ0)]+

+

∞∑
i=0

[
J
(N)
i,1

(
b1
b2

)i

+ V0δi,0

]
[δi,0 − ωi,n(θ0)]+

+

∞∑
k=0

1

∆
(0)
k

[
J
(N)
k,1

(
b1
b2

)k+1

− J
(M)
k,2

]
ωk,n(θ0), n = 0, 1, 2, ..., (39)

ãäå èñêîìûå êîýôôèöèåíòû B
(1)
n - ââåäåíû â (6), (27), âåëè÷èíû β̃n - ââåäåíû

â (26), J
(N)
k,1 - â (18), J

(M)
k,2 - â (19), ∆

(0)
k - â (20), V0 - èçâåñòíûé ïîòåíöèàë

ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà, δn,m - ñèìâîë Êðîíåêåðà,
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ωk,n(θ0) =
1

π

sin [(k − n)θ0]

k − n
− 1

π

sin [(k + n+ 1)θ0]

k + n+ 1
, k ̸= n,

ωn,n(θ0) =
1

π
θ0 −

1

π

sin [(2n+ 1)θ0]

2n+ 1
, k = n = 0, 1, 2, ... (40)

Ìàòðè÷íûé îïåðàòîð ñèñòåìû (39) âïîëíå íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå l2. Ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî:
1) ïàðàìåòð ìàëîñòè (26) β̃n óáûâàåò äî íóëÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ñîãëàñíî
îöåíêå (38),
2) ωk,n(θ0) (40) ïðè ôèêñèðîâàííîì n è k → ∞ èìåþò ïðåäåë è ïðåäåë ðàâåí
íóëþ,

3) J
(N)
k,1 è J

(M)
k,2 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî k > 0,

îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû N,M - îïðåäåëÿþò ÷èñëî ñåêöèé íà ñåêöèîíèðîâàí-
íûõ ñôåðàõ è ïî óñëîâèþ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè,

4) 1/∆
(0)
n = O(a0/b2)

n, a0 < b2, n → ∞,
5) ïðàâûé ñòîëáåö ñèñòåìû (39) ïðèíàäëåæèò l2, òàê êàê îí ñîñòîèò èç äâóõ
ñóìì - ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò l2, ïðè ýòîì ðÿäû ñõîäÿòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî θ0 ∈ (0, π) (è ïðè b1 < a0 < b2 ).
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (39) ðàçðåøèìà êàê àíàëèòè÷åñêè, òàê è ÷èñëåííî
[15]- [18]. ×èñëåííî ñèñòåìà ðàçðåøèìà, íàïðèìåð, ìåòîäîì ðåäóêöèè äëÿ
ëþáûõ çíà÷åíèé θ0 ∈ (0, π), èçìåðÿþùèõ âåëè÷èíó óãëà ñðåçà ñôåðè÷åñêîãî
ñåãìåíòà. Äëÿ óñêîðåíèÿ ìåòîäà ðåäóêöèè íåîáõîäèìî â ñèñòåìå (39)

âûïîëíèòü ïåðåîáîçíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ B
(1)
n è ïàðàìåòðà ìàëîñòè β̃n

òàê, ÷òî

B(2)
n = B(1)

n qn, β̃n
(1)

= β̃n/q
n.

Â ðåçóëüòàòå âìåñòî ñèñòåìû (39) ïîëó÷àåì íîâóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó:

B(2)
n =

∞∑
m=0

B(2)
m β̃m

(1)
qn[δm,0 − ωn,m(θ0)]+

+

∞∑
i=0

[
J
(N)
i,1

(
b1
b2

)i

+ V0δi,0

]
[δi,0 − ωi,n(θ0)]q

n+

+

∞∑
k=0

1

∆
(0)
k

[
J
(N)
k,1

(
b1
b2

)k+1

− J
(M)
k,2

]
ωk,n(θ0)q

n, n = 0, 1, 2, ..., (41)

Àíàëèòè÷åñêè ñèñòåìà (39) è ñèñòåìà (41) ðàçðåøèìû, íàïðèìåð, ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ óãëîâ θ0 òàêèõ, ÷òî θ0 << 1 èëè
π − θ0 << 1. Ïðè ýòîì äëÿ óãëîâ θ0, áëèçêèõ ê π, íåîáõîäèìî â ñèñòåìå

(41) ïåðåéòè ê óãëàì θ1 = π − θ0 è âíîâü âûïîëíèòü ïåðåõîä îò B
(2)
n ê

B
(3)
n = (−1)nB

(2)
n , n ≥ 0.
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6. Íåêîòîðûå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïîñòàíîâêà èñõîäíîé çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè ïðåäóñìàòðèâàåò îäíîâðå-
ìåííîå ðàññìîòðåíèå íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî ïðèêëàä-
íîå çíà÷åíèå èìååò çíàíèå âåëè÷èí ïîòåíöèàëîâ è ïîëåé âáëèçè ñôåðè÷åñêèõ
çàêðóãëåíèé óçëîâ è ïðèáîðîâ ýëåêòðîííûõ ñèñòåì. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå
ïîëÿ ìîæíî ïåðâîíà÷àëüíî ìîäåëèðîâàòü íåñêîëüêèìè âàðèàíòàìè - ñ
ïîìîùüþ âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è:
a) âûáîðîì âåëè÷èí ðàäèóñîâ r = b1, r = a0, r = b2,
á) âûáîðîì ÷èñåë N è M - ÷èñëà ñåêöèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ñåêöèîíèðîâàííûõ
ñôåð,
â) âûáîðîì çíà÷åíèé ïîòåíöèàëîâ V äëÿ êàæäîé ñåêöèè,
ã) âûáîðîì àçèìóòàëüíîé øèðèíû ïî θ êàæäîé ñåêöèè.
Ýòè âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèþ ïðîñòðàíñòâà

Ðèñ. 1: Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîòåíöèàëû äâóõ ñåêöèîíèðîâàííûõ ñôåð.

R3 íà ÷åòûðå îáëàñòè Q1, ..., Q4. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òåñòîâûå çàäà÷è, äëÿ
êîòîðûõ ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ â ÿâíîì âèäå; ýòî çàäà÷è äëÿ îáëàñòåé Q1 è
Q4, äëÿ êîòîðûõ ïîëàãàåì, ÷òî θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]. Â îáëàñòè Q1, ãäå
0 ≤ r < b1, îòûñêèâàåì òîëüêî îäèí ïîòåíöèàë U1 (ñì.(4)). Äëÿ ïîòåíöèàëà

U1 êîýôôèöèåíòû Fn ðÿäà Ôóðüå íàõîäèì â ÿâíîì âèäå: Fn = J
(N)
n,1 /(b1)

n,

n > 0, b1 ̸= 0, ãäå âåëè÷èíû J
(N)
n,1 ââåäåíû â (18). Â îáëàñòè Q4, äëÿ

êîòîðîé r > b2 > 0, îòûñêèâàåì òàêæå òîëüêî îäèí ïîòåíöèàë U6 (ñì. (9)).

Êîýôôèöèåíòû Hn äëÿ ïîòåíöèàëà U6 òàêîâû: Hn = J
(M)
n,2 (b2)

n+1,n > 0,
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ãäå çíà÷åíèÿ J
(M)
n,1 îïðåäåëåíû â (19). Ê ðàññìîòðåííûì äâóì âàðèàíòàì

ñâîäèòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà (r = a0) è ðàäèóñ
âíåøíåé ñåêöèîíèðîâàííîé ñôåðû (r = b2) óñòðåìëåíû ê áåñêîíå÷íîñòè. Â
ýòîì ñëó÷àå îáëàñòè Q2, Q3 è Q4 îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó îáëàñòü Q, äëÿ êîòîðîé
r > b1. Ïðè ýòîì èùåì ïîòåíöèàë U , ðÿä Ôóðüå êîòîðîãî ïðåäñòàâèì â âèäå
ðÿäà äëÿ U6 c êîýôôèöèåíòàìè Ln. Êîýôôèöèåíòû Ln íàõîäèì òàêèìè:

Ln = J
(N)
n,1 /(b1)

n+1,n > 0.
(ñì. ðèñ.1). Íà ðèñ. 1 ðàññìîòðåí òåñòîâûé âàðèàíò, äëÿ êîòîðîãî äàíû:

1) ïîòåíöèàëû V
(N)
1 = −25 è V

(M)
2 = 25 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âåðõíåé è è

íèæíåé ñåêöèîíèðîâàííûõ ñôåð,
2) r = b1 = 7.5,
3) θ1,1 = θ1,2 = 40 ãðàäóñîâ - ïîëÿðíûé óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïëîñêîñòè,
ðàçäåëÿþùåé ñåêöèîíèðîâàííûå ñôåðû,
4) V0 = 0,
5) a0, b2 → ∞.
Ðàññìîòðèì âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèþ
ðåøåíèé â îáëàñòÿõ Q2 è Q3, äëÿ êîòîðûõ r ∈ [b1, b2], θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]. Â
ýòèõ îáëàñòÿõ èùåì ÷åòûðå ïîòåíöèàëà U2, ..., U5 (ñì. (5)-(8)). Òåñòîâûì
âàðèàíòîì â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêîé, êîãäà óãîë ñðåçà
ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, ò.å. θ0 = π. Â ýòîì
ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèé ñåãìåíò èñ÷åçàåò. Äëÿ ýòîãî âàðèàíòà ïîëàãàåì, ïî
îïðåäåëåíèþ, ÷òî ïîòåíöèàëû U3 (6) è U4 (7) îòñóòñòâóþò è êîýôôèöèåíòû
ðÿäîâ Ôóðüå (6), (7) äëÿ íèõ ðàâíû íóëþ, Bn = Cn = 0. Ïîèñêó ïîäëåæàò
ïîòåíöèàëû U2 (5) è U5 (8), äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû An è Dn ðÿäîâ
Ôóðüå íàõîäèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

U2 + U5 = V
(N)
1 , r = b1; U2 + U5 = V

(M)
2 , r = b2; θ ∈ (0, π), (42)

äëÿ êîòîðûõ ïîòåíöèàëû V
(N)
1 , V

(M)
2 çàäàíû è ââåäåíû â (1), (2). Èç (42)

ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû An è Dn:

An = bn+1
1

[
JN
n,1 − JM

n,2(b1/b2)
n
]
/
[
1− (b1/b2)

2n+1
]
,

Dn = b−n
2

[
JM
n,2 − JN

n,1(b1/b2)
n
]
/
[
1− (b1/b2)

2n+1
]
, n = 0, 1, 2...

7. Âûâîäû.

Â ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ýëåêòðîñòàòèêè íà ñôåðè÷åñêîì ñåãìåíòå,
ðàçìåùåííîì ìåæäó äâóìÿ ñåêöèîíèðîâàííûìè ñôåðàìè. Ðåøåíèå ïðîòåñ-
òèðîâàíî àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî ðàññìîòðåíèåì íåñêîëüêèõ êëþ÷åâûõ
ïðåäåëüíûõ âàðèàíòîâ ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïîñòðîåí ïî áëî÷íîìó ïðèíöèïó è äîïóñêàåò ïðèìåíåíèå äëÿ äðóãèõ çàäà÷
íà ñôåðè÷åñêèõ è, íàïðèìåð, íà ñôåðî - êîíè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ.
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