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Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè f(z) â C∗ = C\{0},
äëÿ êîòîðûõ ñåìåéñòâî {f(λz)}λ∈C∗ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Òàêèå
ôóíêöèè (ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè � íàëè÷èå ïîëþñà èëè
óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè â íóëå) èçó÷àë À. Îñòðîâñêèé. Îí ïîëó÷èë
èõ ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ íóëåé è ïîëþñîâ. Ïîçæå, À. Åðåìåíêî
ïðåäïîëîæèë, ÷òî ðåçóëüòàò Îñòðîâñêîãî âåðåí â îáùåì ñëó÷àå. Â
äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî, óêàçàííîãî
Åðåìåíêî ðåçóëüòàòà.

Ðàä÷åíêî Ë.Ä., Íîðìàëüíi ôóíêöiϊ ó ïëîùèíi ç âèëó÷åíèì

ïî÷àòêîì êîîðäèíàò. Ó ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ìåðîìîðôíi ôóíêöiϊ
f(z) ó C∗ = C\{0}, äëÿ ÿêèõ ñiìåéñòâî {f(λz)}λ∈C∗ íîðìàëüíå.
Òàêi ôóíêöiϊ (ïðè äîäàòêîâîìó îáìåæåííi � íàÿâíiñòü ïîëþñà àáî
ïåðåáîðíîϊ îñîáëèâîñòi ó íóëi) âèâ÷àâ À. Îñòðîâñüêèé. Âií îòðèìàâ
ϊõ ïðåäñòàâëåííÿ â òåðìiíàõ íóëiâ i ïîëþñiâ. Ïiçíiøå, À. ∈ðüîìåíêî
ïðèïóñòèâ, ùî ðåçóëüòàò Îñòðîâñüêîãî âiðíèé ó çàãàëüíîìó âèïàäêó.
Â äàíié ðîáîòi íàâîäèòüñÿ äîêëàäíèé äîêàç, çàçíà÷åíîãî ∈ðüîìåíêîì
ðåçóëüòàòó.

L.D. Radchenko, Normal functions in a punctured plane. In given
work meromorphic functions f(z) in C∗ = C\{0} are concerned. For
these functions the family {f(λz)}λ∈C∗ is normal. Such functions (with
additional restriction, namely, presence of a pole or removable singularity in
zero) were studied by A. Ostrovsky. He received its representation in terms
of zeros and poles. Later À. Eremenko assumed that Ostrovsky's result is
true in the general case. In this work we give the detailed proof of this result.

2000 Mathematics Subject Classi�cation 30D45.
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1 Îáîçíà÷åíèÿ è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [4]. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ
èç ïåðâîé ÷àñòè.

Ïóñòü f � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â C∗, ak, bk � åå íóëè è ïîëþñû.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak) è (bk) ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè
â îäíó èëè îáå ñòîðîíû, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |ak| è |bk| < 1 ïðè
k < 0, |ak| è |bk| > 1 ïðè k > 0. Îòìåòèì, ÷òî ak, bk → 0, k → −∞ è
ak, bk → ∞, k → +∞, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íû â ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ ñòîðîíó. Ïîëîæèì M(r) =

∏
k:06 ln |ak|

ln r
61

r
|ak|∏

k:06 ln |bk|
ln r

61
r

|bk|
.

×åðåç Γ(r,R) îáîçíà÷èì îòêðûòîå êîëüöî {z ∈ C : r<|z|<R}. Íà
ìíîæåñòâå çíà÷åíèé, ò. å. â çàìêíóòîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, âñåãäà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ìåòðèêà ρS . Íà ìíîæåñòâå ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé â Ω âñåãäà, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîìåð-
íàÿ ñõîäèìîñòü íà êîìïàêòàõ â Ω. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé â C∗,
åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn ∈ C∗ ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà êîìïàêòàõ îòíîñèòåëüíî ñôåðè÷åñêîé
ìåòðèêè. Ïðè ïðîâåðêå íîðìàëüíîñòè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â C∗ ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ àâòîìîðôèçìàìè λn → 0 èëè λn → ∞, ò. ê. åñëè
λn → λ0 ̸= 0,∞, òî âñåãäà f(λnz) → f(λ0z). Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå

z → 1

z
ñîõðàíÿåò íîðìàëüíîñòü è ìåíÿåò ìåñòàìè îñîáåííîñòè â íóëå

è áåñêîíå÷íîñòè, òî ïðè èçó÷åíèè õàðàêòåðà îñîáåííîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îñîáåííîñòüþ â íóëå. ×åðåç cardA îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ÷àñòè ðàáîòû.
Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ f : C∗ → C íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(z) èìååò âèä

f(z) = azm
∏

k>0(1−
z
ak
)
∏

k<0(1−
ak
z )∏

k>0(1−
z
bk
)
∏

k<0(1−
bk
z )

, (1)

äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ C, m ∈ Z, ak, bk ∈ C∗ è ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1. Äëÿ âñåõ 0 < r1 < r2 < ∞ âåëè÷èíà |card{k : r1<|ak|<r2} − card{k :
r1<|bk|<r2}| îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò r1, r2.

2. Äëÿ âñåõ r > 0 âåëè÷èíû card{k : r6|ak|62r} è card{k : r6|bk|62r}
îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò r.

3. Âåëè÷èíà lnM(r) + m ln r ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó äëÿ r èç

ìíîæåñòâà {r > 0 : r = |ak|} è ñíèçó � äëÿ r èç ìíîæåñòâà

{r > 0 : r = |bk|}.
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4. Âåëè÷èíà infk,l

∣∣∣∣akbl − 1

∣∣∣∣ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.

Ýòà òåîðåìà â ñëó÷àå, êîãäà â íóëå óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü èëè ïîëþñ,
áûëà äîêàçàíà À. Îñòðîâñêèì (ñì. [1], [3]). Â îáùåì ñëó÷àå îíà áûëà
ñôîðìóëèðîâàíà áåç äîêàçàòåëüñòâà À. Åðåìåíêî (ñì. [2]).

Ñëåäñòâèå. Åñëè f1, f2 � íîðìàëüíûå ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûìè íóëÿìè è

ïîëþñàìè ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, òî f1 = Kf2, ãäå K ∈ C.

2 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ðàáîòû [4] áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
íîðìàëüíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2 [4]. Âåëè÷èíà |card{k : ak ∈ Γ(r1, r2)} − card{k : bk ∈ Γ(r1, r2)}|
îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî ïðè 0 < r1 < r2 < ∞.

Òåîðåìà 3 [4]. Âåëè÷èíà card{k : ak ∈ Γ(r, 2r)} + card{k : bk ∈ Γ(r, 2r)}
îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî ïðè r > 0.

Òåîðåìà 4 [4]. Âåëè÷èíà infk,l

∣∣∣∣akbl − 1

∣∣∣∣ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.

Òåîðåìà 5 [4]. Åñëè íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â C∗ â íåêîòîðîì êðóãå ñ

âûêîëîòûì öåíòðîì {z : 0<|z|<ε} âûïóñêàåò õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå, òî

îíà èìååò â íóëå ëèáî óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü, ëèáî ïîëþñ. Àíàëîãè÷íîå

óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïðîâåðêå íîðìàëüíîñòè ôóíêöèè â C∗ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü íå âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (λn) ⊂ C∗, à òàêæå ïðîâåðÿòü ñõîäèìîñòü
íå íà âñåõ êîëüöàõ, à òîëüêî íà ôèêñèðîâàííîì êîëüöå â C∗.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü r,R � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, 0 < r < R < ∞, f �

ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â C∗. Åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë pn
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü p′n òàêóþ, ÷òî f(p′nz) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî z ∈ {r 6 |z| 6 R}, òî f íîðìàëüíà â C∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tpn, ïîëó÷àåì,
÷òî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî âûáðàòü äëÿ êîëüöà âèäà

{tr6|z|6tR}. Ðàçîáüåì C∗ íà êîëüöà {r16|z|6r2} òàê, ÷òî
r2
r1

=
R

r
. Íà êàæäîì

èç òàêèõ êîëåö èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðèìåíÿÿ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ,
ïîëó÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå â C∗.
�
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü {pn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë, pn → ∞ ïðè n → +∞ è pn → 0 ïðè n → −∞, apn 6 pn−1 < pn
ïðè íåêîòîðîì a < 1. Òîãäà ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : C∗ → C íîðìàëüíà â

òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè {f(pnz)} � íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî óñëîâèå
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ïóñòü hk � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî arg hk → α ∈ [0, 2π).
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Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü pnk
òàê, ÷òîáû pnk−1 < |hk| 6 pnk

, è
ïðîðåäèì òàê, ÷òîáû f(pnk

z) ñõîäèëîñü ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â C∗ ê
ôóíêöèè g(z). Ìîæíî, ïðîðåäèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

ñ÷èòàòü, ÷òî
|hk|
pnk

→ b ∈ (a, 1].

Èìååì: ρ
(
f(hkz), g(be

iαz)
)
6 ρ

(
f(pnk

hk
pnk

z), g( hk
pnk

z)
)
+ ρ

(
g( hk

pnk
z), g(beiαz)

)
.

Îáà ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåé ñóììå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. �
Ïðåäëîæåíèå 3. Ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : C∗ → C íîðìàëüíà â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè {f(2nz)} íîðìàëüíî â êîëüöå {1
2 6 |z| 6 2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà.
Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2 ñ a = 1

2 ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü hk, arg hk→α∈ [0, 2π). Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk

òàê, ÷òîáû 2nk−1 < hk 6 2nk è ïðîðåäèì òàê, ÷òîáû f(2nkz) ñõîäèëîñü
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â C∗ ê ôóíêöèè g(z). Êàê è ðàíüøå, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî |hk|
2nk → b ∈ (12 , 1]. Ïðè z ∈ {1

2 6 |z| 6 2}, èìååì
beiαz ∈

∩
b∈( 1

2
,1]{bz : 1

2 6 |z| 6 2} = {z : 1
2 6 |z| 6 1} è ρ(f(hkz), g(be

iαz)) → 0

ïðè k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî íîðìàëüíî â êîëüöå
{z : 1

2 6 |z| 6 1}. Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1, ïîëó÷èì òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå. �

Äàëåå äîêàæåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ôóíêöèè M(r).

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå f íà
1

f
, M(r) ìåíÿåòñÿ íà

1

M(r)
.

Äàëåå èìååì,

lnM(r) =


r∫
1

card{k:1<|ak|<t}−card{k:1<|bk|<t}
t dt, åñëè r > 1;

1∫
r

card{k:t<|ak|<1}−card{k:t<|bk|<1}
t dt, åñëè r < 1.

(2)

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿM(r) c ïîìîùüþ
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ââèäó òîãî, ÷òî

ïðè r > 1 èìååì {k : 0 6 lnαk

ln r
6 1} ≡ {k : 1 6 αk 6 r}.

ïðè r < 1 èìååì {k : 0 6 lnαk

ln r
6 1} ≡ {k : r 6 αk 6 1}.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â C∗ ñóùåñòâóþò ÷èñëà

A,A′∈R òàêèå, ÷òî äëÿ r > 1 âåðíî lnM(r) +A ln r =
1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ −

− 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ, à äëÿ r < 1 âåðíî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ñ A′ âìåñòî A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r > 1, {ak}nk=1 è {bl}ml=1 � íóëè è ïîëþñû f(z)
â êîëüöå {16|z|6r}, à {ak}n

′
k=n+1 è {bl}m

′
l=m+1 � íóëè è ïîëþñû f(z) â êîëüöå

{r<|z|6r′} äëÿ íåêîòîðîãî r′ > r. Ââåäåì ôóíêöèþ g(z) = f(z)

∏m′

l=1(z − bl)∏n′

k=1(z − ak)
.
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Îíà ãîëîìîðôíà â êîëüöå {16|z|6r′} è íå èìååò òàì íóëåé. Ñðåäíåå ïî
îêðóæíîñòè {|z| = t} îò ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â êîëüöå {16|z|6r′} åñòü
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò ln t, ïîýòîìó ãàðìîíè÷åñêàÿ â ýòîì êîëüöå ôóíêöèÿ
ln |g(z)| ïðè íåêîòîðîì A = A(r′) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

1

2π

π∫
−π

ln |g(reiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |g(eiθ)| dθ = A ln r. (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

1

2π

π∫
−π

ln |α+ βeiθ| dθ = lnmax{|α|, |β|}, (4)

èìååì

1

2π

π∫
−π

ln |g(reiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |g(eiθ)| dθ =

=
1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ +
m∑
j=1

ln
r

|bj |
−

n∑
i=1

ln
r

|ai|
=

=
1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ−

−
r∫

1

card{k : 1 6 |ak| 6 t} − card{k : 1 6 |bk| 6 t}
t

dt.

Èñïîëüçóÿ (3) è (2), ïîëó÷èì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ = lnM(r) +A ln r.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî A íå çàâèñèò îò r′, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå
ëåììû äîêàçàíî äëÿ âñåõ r > 1.

Ïðè r < 1 òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç {ak}nk=1 è {bl}ml=1 íóëè è ïîëþñû f(z) â
êîëüöå {r6|z|61}, à ÷åðåç {ak}n

′
k=n+1 è {bl}m

′
l=m+1 � â êîëüöå {r′6|z|<r}, äëÿ

íåêîòîðîãî r′ < r. Àíàëîãè÷íî, ââåäåì ôóíêöèþ g(z) = f(z)

∏m′

l=1(z − bl)∏n′

k=1(z − ak)
,

äëÿ êîòîðîé ïðè íåêîòîðîì A1 = A1(r
′) áóäåò âûïîëíåíî

1

2π

π∫
−π

ln |g(eiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |g(reiθ)| dθ = −A1 ln r. (5)
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Äàëåå èìååì

1

2π

π∫
−π

ln |g(eiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |g(reiθ)| dθ =
1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ−

− 1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ +
n∑

i=1

ln
|ai|
r

−
m∑
j=1

ln
|bj |
r

+ ln r(card{k : r′ 6 |ak| 6 1}−

− card{k : r′ 6 |bk| 6 1}) = 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ+

+

1∫
r

card{k : t 6 |ak| 6 1} − card{k : t 6 |bk| 6 1}
t

dt+

+ ln r(card{k : r′ 6 |ak| 6 1} − card{k : r′ 6 |bk| 6 1}).

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç A′ = A1 + card{k : r′ 6 |ak| 6 1} − card{k : r′ 6 |bk| 6 1},
A′ = A′(r′) è èñïîëüçóÿ (5) è (2), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â
êîëüöå {r6|z|61} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ = lnM(r) +A′ ln r.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A′ íå çàâèñèò îò r′. Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî
ïîëíîñòüþ. �
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (1), òî

óòâåðæäåíèå ëåììû 1 âûïîëíÿåòñÿ ñ A = A′ = m.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷èì

1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ = m ln r +
∑
k>0

lnmax{1, r

|ak|
}+

+
∑
k<0

lnmax{1, |ak|
r

} −
∑
k>0

lnmax{1, r

|bk|
} −

∑
k<0

lnmax{1, |bk|
r

}.

Ïîëüçóÿñü (2), äëÿ âñåõ r èìååì
1

2π

π∫
−π

ln |f(reiθ)| dθ− 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)| dθ =

= m ln r + lnM(r). Ïîýòîìó A = A′ = m.

Ëåììà 2. Ïóñòü fn � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè â C∗, fn(z) → f(z) ̸≡ 0 �

ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â C∗. Òîãäà äëÿ âñåõ r > 0 âåðíî:
π∫

−π

ln |fn(reiθ)|dθ →
π∫

−π

ln |f(reiθ)|dθ ïðè n → ∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå r > 0. Åñëè íà îêðóæíîñòè
{|z| = r} íåò íè íóëåé, íè ïîëþñîâ ôóíêöèè f(z), òî óòâåðæäåíèå Ëåììû
î÷åâèäíî. Ïóñòü a1, . . . , ak, b1, . . . , bl � íóëè è ïîëþñû f(z) íà îêðóæíîñòè
{|z| = r}. Ðàññìîòðèì ain, bjn � íóëè è ïîëþñû ôóíêöèé fn(z), i = 1, . . . , k,
j = 1, . . . , l. Ïåðåíóìåðóåì èõ òàê, ÷òîáû ain → ai, bjn → bj ïðè n → ∞.

Ââåäåì ôóíêöèè f̃(z) =
f(z)

∏l
j=1(z − bj)∏k

j=1(z − aj)
, f̃n(z) =

fn(z)
∏l

j=1(z − bjn)∏k
j=1(z − ajn)

.

Çàôèêñèðóåì δ > 0 òàêîå, ÷òî íà îêðóæíîñòÿõ |z| = r − δ è |z| = r + δ íåò
íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè f(z). Ïðè n → ∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

f̃n(z) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f̃(z) ðàâíîìåðíî íà ýòèõ îêðóæíîñòÿõ. Èñïîëüçóÿ

ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîëó÷èì, ÷òî f̃n(z) ñõîäèòñÿ ê f̃(z) íà îêðóæíîñòè

|z| = r. Ïîýòîìó
π∫

−π

ln |f̃n(reiθ)|dθ ñòðåìèòñÿ ê
π∫

−π

ln |f̃(reiθ)|dθ ïðè n → ∞.

Ââèäó (4), ïîñêîëüêó anj → aj , ïîëó÷èì, ÷òî
π∫

−π

ln |reiθ − anj |dθ ñòðåìèòñÿ ê

π∫
−π

ln |reiθ − aj |dθ. Çíà÷èò,
π∫

−π
ln |fn(reiθ)|dθ ñòðåìèòñÿ ê

π∫
−π

ln |f(reiθ)|dθ ïðè

n → ∞. �
Òåîðåìà 6. Ïóñòü f � íîðìàëüíàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â C∗. Òîãäà

âåëè÷èíû lnM(r) + A ln r è lnM(r) + A′ ln r îãðàíè÷åíû ñâåðõó äëÿ âñåõ

r ∈ {|ak|}k>0, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ r ∈ {|ak|}k<0, è ñíèçó � äëÿ âñåõ

r ∈ {|bk|}k>0, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ r ∈ {|bk|}k<0, ãäå A,A′ ∈ R �

êîíñòàíòû èç ëåììû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ r ∈ {|ak|}k>0. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ pn → +∞ ïðè n → ∞.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f(apnz) íîðìàëüíà â êîëüöå {1

26|z|62}. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìîæíî íàéòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(apnk

z), ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùóþñÿ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f0(z) â ýòîì êîëüöå. Ââèäó òîãî, ÷òî apnk

�
íóëè f , èìååì: f0(1) = 0. Ââèäó ëåììû 1,

lnM(|apnk
|) +A ln(|apnk

|) = 1

2π

π∫
−π

ln |f(apnk
eiθ)|dθ − 1

2π

π∫
−π

ln |f(eiθ)|dθ. (6)

Ïðè f0(z) ̸≡ 0, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ ëåììó, ïîëó÷èì, ÷òî ïåðâîå
ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ïðè k → ∞ èìååò ñâîèì ïðåäåëîì êîíå÷íîå ÷èñëî
1

2π

π∫
−π

ln |f0(eiθ)|dθ.

Ïðè f0(z) ≡ 0, ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê −∞,
ïîýòîìó òàêæå ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî è âåëè÷èíà
lnM(|apnk

|) +A ln |apnk
| îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Äëÿ r ∈ {|ak|}k<0, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü f(z) íà f(1z ).

Äëÿ r ∈ {|bk|} äîñòàòî÷íî çàìåíèòü f íà
1

f
. �
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3 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1) - 4)

ôóíêöèÿ âèäà f(z) = azm

∏
k>0(1−

z
ak
)
∏

k<0(1−
ak
z )∏

k>0(1−
z
bk
)
∏

k<0(1−
bk
z )

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Äëÿ ýòîãî (ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî
{f(2nz)} íîðìàëüíî â {1

2 6 |z| 6 2}.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû äëÿ ôóíêöèè

f(z), òî îíè âûïîëíåíû äëÿ ôóíêöèè f(1z ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ak è
bk � íóëè è ïîëþñû f ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà 1

ak
è 1

bk
� íóëè è ïîëþñû

f(1z ). Ïðîâåðêà ñâîéñòâ 1) - 3) î÷åâèäíà. Ñâîéñòâî 4) ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ
"îò ïðîòèâíîãî". Òàê êàê ïðîâåðêà íîðìàëüíîñòè ñåìåéñòâà {f(2nz)} ïðè
n → −∞ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íîðìàëüíîñòè ñåìåéñòâà {f( 1

2nz )} ïðè n → +∞,
òî ìîæíî ïðîâåðÿòü òîëüêî íîðìàëüíîñòü {f(2nz)} ïðè n → +∞.

Ìû ìîæåì íàïèñàòü:

f(2nz) = P1n(z)P2n(z)Qn(z)Rn(z), (7)

ãäå

P1n(z) =

∏
k:|ak|,|bk|62n−2(1− ak

2nz )∏
k:|ak|,|bk|62n−2(1− bk

2nz )

P2n(z) =

∏
k:|ak|,|bk|>2n+2(1− 2nz

ak
)∏

k:|ak|,|bk|>2n+2(1− 2nz
bk

)

Qn(z) = (−1)pn+qn(2nz)m
2nz
a1

· · · 2nzapn
2nz
b1

· · · 2nzbqn

Rn(z) =

∏
k:2n−2<|ak|,|bk|<2n+2(1− 2nz

ak
)∏

k:2n−2<|ak|,|bk|<2n+2(1− 2nz
bk

)
,

ãäå pn è qn � êîëè÷åñòâî íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè f â êîëüöå {16|z|62n−2}.
Ïîëîæèì Γs = {z : 2s−1 6 |z| 6 2s+1}, s ∈ Z.
Îöåíèì P1n(z) â {1

2 6 |z| 6 2}. Ïî ñâîéñòâó 2 ìîæíî íàéòè òàêîå C1, ÷òî
èìååòñÿ íå áîëåå C1 òî÷åê ak â êîëüöå Γn−3, íå áîëåå C1 òî÷åê ak â êîëüöå
Γn−5,. . .

ïðè ak ∈ Γn−3 : | ln |1− ak
2nz || 6

|ak|
2n|z| <

1
2 ,

ïðè ak ∈ Γn−5 : | ln |1− ak
2nz || <

1
23
,

ïðè ak ∈ Γn−7 : | ln |1− ak
2nz || <

1
25

è ò.ä.

Òî÷íî òàêæå îöåíèâàåòñÿ
∣∣∣ln |1− bk

2nz |
∣∣∣.

Èìååì

| ln |P1n(z)|| =

∣∣∣∣∣C1

∑
k<0

ln |1− ak
2nz | − C1

∑
k<0

ln |1− bk
2nz |

∣∣∣∣∣ < 2C1

∞∑
k=0

1

22k+1
< 2C1.
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Òàêèì îáðàçîì, â {1
2 < |z| < 2}

1

e2C1
6 |P1n(z)| 6 e2C1 (8)

Îöåíèì P2n(z) â {1
2 < |z| < 2}. Ïî ñâîéñòâó 2 ìîæíî íàéòè òàêîå C1, ÷òî

èìååòñÿ íå áîëåå C1 òî÷åê ak â êîëüöå Γn+3, íå áîëåå C1 òî÷åê ak â êîëüöå
Γn+5,. . .

ïðè ak ∈ Γn+3 : | ln |1− 2nz
ak

|| 6 2n|z|
|ak| < 2n+1

2n+2 = 1
2 ,

ïðè ak ∈ Γn+5 : | ln |1− 2nz
ak

|| < 1
23
, è ò.ä.

Òî÷íî òàêæå îöåíèâàåòñÿ | ln |1− 2nz
bk

||.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷èì, ÷òî â {1

2 < |z| < 2}:

1

e2C1
6 |P2n(z)| 6 e2C1 (9)

Îöåíèì Qn(z). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |Qn(z)| = (4|z|)pn−qn(2n|z|)mM(2n−2).
Èìååì,

ln
M(2n)

M(2n−2)
= lnM(2n)− lnM(2n−2) =

=

2n∫
2n−2

card{k : 1<|ak|<t} − card{k : 1<|bk|<t}dt.

Â ñèëó ñâîéñòâà 1, ïîñëåäíÿÿ ðàçíîñòü íå ïðåâîñõîäèò C2 ln 4, ñëåäîâàòåëüíî,

îòíîøåíèå
M(2n)

M(2n−2)
îãðàíè÷åíî. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1, |pn − qn| < C2.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êîëüöå {1
2 6 |z| 6 2} âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

2−3C2+(n−1)m < |(22z)pn−qn(2nz)m| < 23C2+(n+1)m.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ïðè 1
2 6 |z| 6 2 :

C−1
3 2mnM(2n) < |Qn(z)| < C32

mnM(2n), ãäå C3 < ∞ (10)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî åñëè â êîëüöå {2n−1 6 |z| 6 2n+1} åñòü íóëü an, òî
lnM(2n) +m ln 2n îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Ïðè |an| < 2n èìååì:

lnM(2n)− lnM(|an|) =
2n∫

|an|

card{k : 1 < |ak| < t} − card{k : 1 < |bk| < t}
t

dt.

Â ñèëó ñâîéñòâà 1, card{k : 1 < |ak| < 2n} − card{k : 1 < |bk| < 2n} < C2.

Äëÿ |an| > 2n îöåíêè ïðîâîäÿòñÿ òàê æå. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3, âåëè÷èíà
lnM(|an|) + m ln |an| îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òàê êàê | ln |an| − ln 2n| 6 ln 2, òî
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lnM(2n)+m ln 2n òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî, |Qn(z)| 6 C4 < ∞
â êîëüöå 1

2 < |z| < 2.

Åñëè ñóùåñòâóåò bn ∈ {2n−1 < |z| < 2n+1}, òî ìîæíî àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïðîâåðèòü, ÷òî âåëè÷èíà | lnM(2n) + m ln 2n îãðàíè÷åíà ñíèçó.
Ïîýòîìó |Qn(z)| > 1

C4
> 0 â êîëüöå 1

2 < |z| < 2.

Èçó÷èì òåïåðü ôóíêöèþ Rn(z). Â ñèëó ñâîéñòâà 2 êîëè÷åñòâî íóëåé
è ïîëþñîâ ýòîé ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå {1

2<|z|<2} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(2nz), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, íå èìååò
íóëåé (ëèáî ïîëþñîâ, ëèáî è íóëåé, è ïîëþñîâ) â êîëüöå
{1
4 < |z| < 4}. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 5, ôóíêöèÿ f(z) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè

íåñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü, ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ,
ðàññìîòðåííîìó Îñòðîâñêèì [3]. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(2nkz), ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ â êîëüöå
{1
2 6 |z| 6 2}, ò. å. ôóíêöèÿ f(z) íîðìàëüíà.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(2nkz), íå èìåþùàÿ ïîëþñîâ
â {1

4 < |z| < 4}, íî èìåþùàÿ õîòÿ áû îäèí íóëü, òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,
ôóíêöèè Rnk

(z) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò z ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Âñëåäñòâèå ýòîãî, ôóíêöèè Rnk

(z) îãðàíè÷åíû â êîëüöå {1
2 6 |z| 6 2}.

Ââèäó (7), (8), (9), (10) èìååì:

f(2nkz) = Fnk
(z)2mnkM(2nk),

ãäå Fnk
(z) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ â {1

2 6 |z| 6 2}, à âûðàæåíèå
2mnkM(2nk) îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Fnk

(z) ìîæíî
âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn′

k
(z), ñõîäÿùóþñÿ ðàâíîìåðíî â

{1
2 6 |z| 6 2}; èç ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2mn′

kM(2n
′
k) ìîæíî âûáðàòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2mn′′
kM(2n

′′
k ), èìåþùóþ îãðàíè÷åííûé ñâåðõó ïðåäåë.

Çíà÷èò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(2n
′′
kz) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â {1

2 6 |z| 6 2},
ïðè÷åì ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü
òîæäåñòâåííûì íóëåì.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(2nkz), íå èìåþùàÿ íóëåé â
{1
4 < |z| < 4}, íî èìåþùàÿ õîòÿ áû îäèí ïîëþñ, òî çàìåíÿåì f íà 1

f ,
ñâîäÿ äàííûé ñëó÷àé ê ïðåäûäóùåìó. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
áóäåò îãðàíè÷åííîé ñíèçó è, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííîé
áåñêîíå÷íîñòüþ.

Èíà÷å, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(2nkz), èìåþùàÿ â {1
4<|z|<4}

õîòÿ áû îäèí íóëü è õîòÿ áû îäèí ïîëþñ. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà 2mnkM(2nk)
îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó. Â ñèëó (8), (9), (10), âåëè÷èíû |P1nk

(z)|,
|P2nk

(z)|, |Qnk
(z)| îãðàíè÷åíû. Ââèäó (7) ìû ìîæåì çàïèñàòü:

f(2nkz) = Rnk
(z)Fnk

(z),

ãäå Fnk
(z) = P1nk

(z) P2nk
(z) Qnk

(z). Òàê êàê ïðè
1

4
< |z| < 4 èìååì
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0 < C−1
5 66 |Fnk

| 6 C5 < ∞, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn′
k
(z),

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê ôóíêöèè F (z) è F (z) ̸≡ 0, F (z) ̸≡ ∞.

Íóëè è ïîëþñû ôóíêöèè Rnk
(z) ëåæàò â êîëüöå {1

4 < |z| < 4} è, ñîãëàñíî
ñâîéñòâó 2, èõ êîëè÷åñòâî íå ïðåâîñõîäèò C1 < ∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Rnk

(z) � ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü. Ââåäåì Un(z) =
∏

k:2n−2<|ak|,|bk|<2n+2(1 − 2nz
ak

)

è Vn(z) =
∏

k:2n−2<|ak|,|bk|<2n+2(1 − 2nz
bk

). Î÷åâèäíî, ÷òî Un(z) è Vn(z)
ìíîãî÷ëåíû îò z ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé C1. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ,

Rnk
(z) =

∏
l:2nk−2<|al|,|bl|<2nk+2(1− 2nkz

al
)∏

l:2nk−2<|al|,|bl|<2nk+2(1− 2nkz
bl

)
=

Unk
(z)

Vnk
(z)

. Èç òîãî, ÷òî U2nk
(z)

è V2nk
(z) � ïîëèíîìû ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü n′
k → ∞ òàêàÿ, ÷òî Un′

k
→ U, Vn′

k
→ V

ïðè n′
k → +∞, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà â êîëüöå {1

3 6 |z| 6 3}.
Çäåñü U è V � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé K. Çàìåòèì, ÷òî
lim|z|→0 U(z) = lim|z|→0 V (z) = 1, òàê ÷òî U(z) ̸≡ 0, V (z) ̸≡ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî f(2n
′
kz) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â êîëüöå {1

2 6 |z| 6 2}.
Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñõîäèìîñòü â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè

z0 ∈ {z : 1
2 6 |z| 6 2}, à çàòåì ïðèìåíèòü äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ. Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:

1. V (z) ̸= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Òîãäà Rn′
k
=

Un′
k

Vn′
k

⇒U

V
â ýòîé îêðåñòíîñòè. Îáîçíà÷èì ïðåäåëüíóþ äðîáü

÷åðåç R. Òîãäà f(2n
′
kz) = Rn′

k
Fn′

k
⇒ RF .

2. V (z0) = 0.
Òîãäà U(z0) ̸= 0, ò.ê. ëþáîé íóëü ôóíêöèè U ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì òî÷åê
al

2
n′
k
, à ëþáîé íóëü ôóíêöèè V ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî÷åê bl

2
n′
k
. Ýòè ïðåäåëû íå ñîâïàäàþò â ñèëó ñâîéñòâà 4, ïîýòîìó

U(z) ̸= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Çàìåíèì f(2n
′
kz) íà

1

f(2n
′
kz)

è ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ.

Íåîáõîäèìîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(z) íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñâîéñòâà 1), 2), 4)
âûïîëíåíû â ñèëó òåîðåì 2, 3 è 4. Ôóíêöèþ f(z) ïðåäñòàâèì â âèäå

f(z) = H(z)

∏
k>0(1−

z
ak
)
∏

k<0(1−
ak
z )∏

k>0(1−
z
bk
)
∏

k<0(1−
bk
z )

,

ãäå (ak) è (bk) � ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè
f(z), à H(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â C∗ áåç íóëåé. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî,
÷òî áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â C∗.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak) è (bk) ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè



Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â.Í. Êàðàçiíà, 931 (2010) 31

â îäíó èëè îáå ñòîðîíû, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |ak| è |bk| < 1 ïðè k < 0,
|ak| è |bk| > 1 ïðè k > 0. Îòìåòèì, ÷òî ak, bk → 0, k → −∞ è ak, bk → ∞,
k → +∞, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íû â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðîíó.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå (10):

f(2nz) = H(2nz)P1n(z)P2n(z)Q̃n(z)Rn(z).

Çäåñü P1n(z), P2n(z) è Rn(z) èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå

äîñòàòî÷íîñòè, à Q̃n(z) = (−1)pn+qn

2nz
a1

· · · 2nzapn
2nz
b1

· · · 2nzbqn

. Èìååì |Q̃n(z)| = (4|z|)pn−qn ·

·M(2n−2). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè, ïîëó÷èì

C−1
3 M(2n) < |Q̃n(z)| < C3M(2n). Èç (8), (9) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà,

ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè
ïîëó÷àåì, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n → ∞, ìîæíî âûäåëèòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü n′, íà êîòîðîé ôóíêöèè P1n′(z), P2n′(z), Rn′(z),

Q̃n′(z)

M(2n′)
èìåþò ïðåäåë, îòëè÷íûé îò íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå, áåñ-

êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â C∗. Òàê
êàê ôóíêöèÿ f(z) íîðìàëüíà, òî ïðè ïåðåõîäå ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè f(2n

′′
z) èìåþò ïðåäåë, âîçìîæíî ðàâíûé íóëþ èëè

áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò
limn′′→∞H(2n

′′
z)M(2n

′′
), âîçìîæíî ðàâíûé íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè.

Åñëè ôóíêöèÿ f(z) íå èìååò íóëåé (èëè ïîëþñîâ) â îáëàñòè {1
ε < |z| < ∞},

òî, â ñèëó òåîðåìû 5, f(z) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü
èëè îñîáåííîñòü òèïà ïîëþñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê
ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó Îñòðîâñêèì [3]. Â ýòîì ñëó÷àå äàííàÿ òåîðåìà
äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(z) íå èìååò íóëåé
ëèáî ïîëþñîâ, ëèáî è íóëåé, è ïîëþñîâ â îáëàñòè {0 < |z| < ε}.

Èç îïðåäåëåíèÿ M(r) ñëåäóåò, ÷òî −C2 ln r 6 lnM(r) 6 C2 ln r. Ïðè
íåîáõîäèìîñòè óâåëè÷èâ C2, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.
Èìååì

|H(2nz)|
2nC2

6 |H(2nz)|M(2n) è
|H(2nz)|
2−nC2

> |H(2nz)|M(2n). (11)

Åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè âèäà {1
ε < |z| < ∞} åñòü íóëè ôóíêöèè f(z),

òî èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 1), â ýòîé îêðåñòíîñòè òàêæå
áåñêîíå÷íî ìíîãî ïëþñîâ f(z).

Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè n′′,
limn′′→+∞H(2n

′′
z)M(2n

′′
) ñóùåñòâóåò è âîçìîæíî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì

íóëåì èëè áåñêîíå÷íîñòüþ. Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî limn′′→+∞
H(2n

′′
z)

2n′′C2
òàêæå

ñóùåñòâóåò è âîçìîæíî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íóëåì èëè áåñêîíå÷íîñòüþ.
Îáîçíà÷èì ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ ÷åðåç h(z). Åñëè h(z) ≡ 0, òî ìîäóëü
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ôóíêöèè
|H(2n

′′
z)|

2n′′C2
îãðàíè÷åí ñâåðõó íà îêðóæíîñòè |z| = 1. Ôóíêöèÿ

H(z)

zC2
ãîëîìîðôíà â C∗ è îãðàíè÷åíà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêðóæíîñòåé

|z| = 2n
′′
. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîëó÷èì, ÷òî ìîäóëü

ôóíêöèè
H(z)

zC2
îãðàíè÷åí ñâåðõó â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå

H(z) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü èëè îñîáåííîñòü òèïà
ïîëþñà. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì, êîãäà h(z) ≡ ∞.

Ïóñòü h(z) ̸≡ 0, h(z) ̸≡ ∞. Òàê êàê ôóíêöèÿ
H(2n

′′
z)

2n′′C2
íå èìååò íè

íóëåé, íè ïîëþñîâ â C∗, òî, ïî òåîðåìå Ãóðâèöà, h(z) òàêæå íå èìååò
íè íóëåé, íè ïîëþñîâ â C∗. Ïîýòîìó h(z) îãðàíè÷åíà íà îêðóæíîñòè

|z| = 1, çíà÷èò, ôóíêöèÿ
H(z)

z2
îãðàíè÷åíà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêðóæíî-

ñòåé |z| = 2n
′′
. Ïðèìåíÿÿ ê ãîëîìîðôíîé â C∗ ôóíêöèè

H(z)

zN
ïðèíöèï

ìàêñèìóìà, ïîëó÷èì, ÷òî åå ìîäóëü ïðè íåêîòîðîì N < ∞ îãðàíè÷åí
â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó è â ýòîì ñëó÷àå H(z) èìååò íà
áåñêîíå÷íîñòè óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü èëè îñîáåííîñòü òèïà ïîëþñà.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå âûøå, äëÿ îêðåñòíîñòè âèäà
{0 << |z| < ε} ïîëó÷èì, ÷òî H(z) èìååò â íóëå ëèáî óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü,
ëèáî îñîáåííîñòü òèïà ïîëþñà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî H(z) ̸= 0 è H(z) ̸= ∞ â C∗, ïîëó÷èì, ÷òî H(z) = Czm.
Ââèäó äîêàçàííîãî âûøå è çàìå÷àíèÿ 1 ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèå 3) òåîðåìû

âåðíî. �
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