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Ïîáóäîâàíî íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè êiíåòè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ
òâåðäèõ êóëü, ÿêi îïèñóþòü ïåðåõiäíèé ðåæèì ìiæ äâîìà òå÷iÿìè, ùî
ïðèñêîðþþòüñÿ òà çãóùóþòüñÿ. Çäîáóòî äîñòàòíi óìîâè ìiíiìiçàöi¨
âiäõèëó ìiæ ÷àñòèíàìè öüîãî ðiâíÿííÿ â äåÿêié ñïåöiàëüíié ìåòðèöi.

Ãîðäåâñêèé Â.Ä., Ëåìåøåâà Í.Â., Ïåðåõîäíûé ðåæèì ìåæäó

ïîòîêàìè òèïà ”óñêîðåíèå-óïëîòíåíèå”. Ïîñòðîåíû
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà
äëÿ òâåðäûõ ñôåð, îïèñûâàþùèå ïåðåõîäíûé ðåæèì ìåæäó
äâóìÿ óñêîðÿþùèìèìñÿ è óïëîòíÿþùèìèñÿ ïîòîêàìè. Ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ìåæäó ÷àñòÿìè ýòîãî
óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ìåòðèêå.

V.D. Gordevskyy, N.V. Lemesheva, Transitional regime between the

�ows of ”accelerating-packing” type. Approximate solutions of the
kinetic Boltzmann equation for hard spheres are built which describe the
transitional regime between two accelerating and packing �ows. Su�cient
conditions for the minimization of the discrepancy between the sides of this
equation in some special metric are obtained.

2000 Mathematics Subject Classi�cation: 76P05, 45K05, 82C40, 35Q55.

Âñòóï

Íåëiíiéíå êiíåòè÷íå ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, ÿêå îïèñó¹ ïîâåäiíêó äîñèòü
ðîçðiäæåíîãî ãàçó ç òâåðäèõ êóëü, ìà¹ âèãëÿä [1, 2]:

D(f) = Q(f, f); (1)

D(f) =
∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
; (2)

c⃝ Ãîðäåâñüêèé Â.Ä., Ëåìåøåâà Í.Â., 2010
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Q(f, f) =
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ
dα|(v − v1, α)|·

·[f(t, v′
1, x)f(t, v

′
, x)− f(t, v1, x)f(t, v, x)], (3)

äå f = f(t, v, x) - ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìîëåêóë, ùî øóêà¹òüñÿ; t ∈ R1 - ÷àñ;
x =

(
x1, x2, x3

)
∈ R3 òà v =

(
v1, v2, v3

)
∈ R3 - êîîðäèíàòà òà øâèäêiñòü

ìîëåêóëè; d > 0 - ¨¨ äiàìåòð; ∂f
∂x (àáî ïðîñòî f

′
) - ïðîñòîðîâèé ãðàäi¹íò ôóíêöi¨

f ; α - âåêòîð íà îäèíè÷íié ñôåði Σ â R3; v, v1 òà v
′
, v

′
1 - øâèäêîñòi äâîõ

ìîëåêóë äî çiòêíåííÿ òà ïiñëÿ íüîãî, âiäïîâiäíî.
�äèíèì êëàñîì òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1)-(3), ÿêèé çíàéäåíî â

ÿâíîìó âèãëÿäi äî öüîãî ìîìåíòó, ¹ ìàêñâåëiàíè M(t, v, x), òîáòî ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè

D(M) = Q(M,M) = 0. (4)

Ãëîáàëüíi (òîáòî íåçàëåæíi íi âiä t, íi âiä x), à òàêîæ ëîêàëüíi ñòàöiîíàðíi
(çàëåæíi ëèøå âiä x - òàê çâàíi ãâèíòè àáî ”ñïiðàëi” [8]) ìàêñâåëiàíè áóëè
âiäîìi iùå Ìàêñâåëëó òà Áîëüöìàíó [1, 2]. Íàéáiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä
ëîêàëüíèõ ìàêñâåëiàíiâ, çàëåæíèõ ùå é âiä t, áóëî çíàéäåíî çíà÷íî ïiçíiøå,
i âií âèÿâèâñÿ äîñèòü ñêëàäíèì. Â ðîáîòi [6] ïðîâåäåíî äåòàëüíèé àíàëiç òà
çàïðîïîíîâàíî êëàñèôiêàöiþ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç òî÷êè çîðó ¨õ ôiçè÷íîãî ñåíñó
òà ãåîìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè (”ñìåð÷i”, ”ñòèñê-ðîçøèðåííÿ”, ”ïðèñêîðåííÿ-
óùiëüíåííÿ” òîùî).

Ïðîòå ïðè ïåðåõîäi äî îïèñó íåðiâíîâàæíèõ ïðîöåñiâ â ãàçi äîâîäèòüñÿ
øóêàòè âæå íå òî÷íi, à ëèøå íàáëèæåíi ÿâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà.
Âîíè áóäóþòüñÿ ó âèãëÿäi áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ:

f = φ1M1 + φ2M2, (5)

ç êîåôiöi¹íòíèìè ôóíêöiÿìè φi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

φi = φi(t, x) ≥ 0; φi ∈ C1
(
R4
)
, i = 1, 2 (6)

òà ìàêñâåëiàíàìè Mi, i = 1, 2 òîãî ÷è iíøîãî ç çàçíà÷åíèõ òèïiâ [3-9].
Ïðè öüîìó äëÿ îöiíêè âåëè÷èíè ”âiäõèëó”, òîáòî ðîçáiæíîñòi ìiæ ëiâîþ
òà ïðàâîþ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ (1), âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äåêiëüêà íîðì ðiçíèöi
ìiæ íèìè. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çíàéäåíi òàêèì ÷èíîì íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè
ñóòò¹âî çàëåæàòü ñàìå âiä âèáîðó çãàäàíî¨ íîðìè, i öå iíêîëè ïðèâîäèòü äî
íåîáõiäíîñòi íàêëàäàòè âåëüìè æîðñòêi âèìîãè íà âèãëÿä ôóíêöié φi, i = 1, 2
òà íà ïîâåäiíêó ãiäðîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ (ãóñòèíà, òåìïåðàòóðà òîùî), ùî
âõîäÿòü äî Mi, i = 1, 2 [6-9].

Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî íàáëèæåíèé îïèñ ïåðåõiäíîãî
ðåæèìó ìiæ äâîìà ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè òèïó ”ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ”
ç âèêîðèñòàííÿì âiäõèëó ”ç âàãîþ”, ÿêèé çàïðîïîíîâàíî òóò ç óðàõóâàííÿì
ñïåöèôiêè òàêèõ ïîòîêiâ, ùî äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî ðîçøèðèòè êëàñ âiäïîâiäíèõ
áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ.



Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â.Í. Êàðàçiíà, 931 (2010) 51

Íàâåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ òà òî÷íó ïîñòàíîâêó çàäà÷i.
Îçíà÷åííÿ. Íàçâåìî ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíèì (àáî ”çìiøàíèì”) âiäõè-

ëîì ç âàãîþ íàñòóïíèé âèðàç:

∆̃ = sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dv (7)

(çàóâàæèìî, ùî â áiëüøîñòi ïîïåðåäíiõ ðîáiò ùîäî áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ,
çîêðåìà, â [7], âèâ÷à¹òüñÿ âiäõèë ∆, ÿêèé âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (7) âiäñóòíiñòþ
"âàãîâîãî" ìíîæíèêà 1

1+|t|).

Áóäåìî øóêàòè ðîçïîäië f ó âèãëÿäi (5), (6), äå ìàêñâåëiàíè Mi

âiäïîâiäàþòü òå÷iÿì òèïó ”ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ” [6, 7]:

Mi = ρi

(
βi
π

)3/2

e−βi(v−ṽi)
2
, i = 1, 2 (8)

ρi = ρi · eβi(ṽ2i +2uix), i = 1, 2 (9)

ṽi = vi − uit, i = 1, 2 (10)

(òóò ρi = ρi(t, x) - ãóñòèíà i-î¨ òå÷i¨; βi = 1
2Ti

- ¨¨ îáåðíåíà òåìïåðàòóðà;
ṽi = ṽi(t) - ìàñîâà øâèäêiñòü; ρi, vi, ui - ñêàëÿðíi òà âåêòîðíi êîíñòàíòè).

Òðåáà çíàéòè ôóíêöi¨ φi, i = 1, 2 òà ïîâåäiíêó ïàðàìåòðiâ, ùî çàáåçïå÷ó-
þòü äîâiëüíó ìàëèçíó âiäõèëó (7).

Â íàñòóïíîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äåêiëüêà ðåçóëüòàòiâ, ÿêi äàþòü ðîçâ'ÿçîê
öi¹¨ çàäà÷i.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Òåîðåìà 1. Íåõàé êîåôiöi¹íòíi ôóíêöi¨ â ðîçïîäiëi (5) ìàþòü âèãëÿä:

φi(t, x) = Ci

(
x+ ui

(vi − uit)
2

2u2i

)
, i = 1, 2, (11)

äå Ci ≥ 0 - äîâiëüíi ôiíiòíi àáî äîñèòü øâèäêî ñïàäàþ÷i íà íåñêií÷åííîñòi
ãëàäêi ôóíêöi¨. Íåõàé, êðiì òîãî,

ui = uoiβ
−ni
i , i = 1, 2, (12)

vi = voiβ
−ki
i , i = 1, 2, (13)

äå uoi, voi ∈ R3 - äîâiëüíi òà ôiêñîâàíi, à ÷èñëà ni, ki òàêi, ùî

ni ≥ 1; ki ≥
1

2
; ki ≥

ni
2
, i = 1, 2. (14)

Òîäi ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ

lim
β1,β2→+∞

∆̃ = 0. (15)
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Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè ç âèêîðèñòàííÿì òåõíiêè ðîçâèíóòî¨ â [7], òà ç
óðàõóâàííÿì (9)-(11), ùî âåëè÷èíè

tφiρi(t, x);
∂φi

∂t
ρi(t, x);

∣∣∣∣∂φi

∂x

∣∣∣∣ ρi(t, x); t(ui, ∂φi

∂x

)
ρi(t, x), i = 1, 2 (16)

îáìåæåíi íà R4 ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà 1
1+|t| . Çâiäñè, â ñèëó ïðèïóùåííÿ

ïðî ãëàäêiñòü ôóíêöié φi, âèïëèâà¹, ùî òàêà æ ”îáìåæåíiñòü ç âàãîþ”
ìà¹ ìiñöå é äëÿ âåëè÷èí

√
|t|φiρi(t, x), i = 1, 2, îòæå, i äëÿ ¨õ äîáóòêó:

|t|φ1φ2ρ1(t, x)ρ2(t, x), ùî çíîâó âíàñëiäîê ãëàäêîñòi ãàðàíòó¹ òå æ ñàìå é áåç
ìíîæíèêà |t|. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîðåêòíî âèçíà÷åíà îöiíêà çâåðõó ∆̃

′
äëÿ

âiäõèëó (7):

∆̃ ≤ ∆̃
′

(17)

íàñòóïíîãî âèãëÿäó (âîíà çäîáóâà¹òüñÿ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (1)-(3)âiäîìèõ
ôîðìóë äëÿ v

′
, v

′
1 [1-3], à òàêîæ (5), (8)-(10) ç óðàõóâàííÿì (4) òà

âèêîðèñòàííÿì òåõíiêè ðîáiò [7, 8]):

∆̃
′
= sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i,j=1,i̸=j

[∫
R3

∣∣∣∣∂φi

∂t
+

(
u√
βi

+ vi − uit

)
∂φi

∂x
+

+ φ1φ2ρj(t, x)
d2√
π

∫
R3

Fije
−w2

dw

∣∣∣∣ ρi(t, x)π−3/2e−u2
du+

+ φ1φ2
ρ1(t, x)ρ2(t, x)

π2
d2
∫
R6

e−w2−u2
Fijdwdu

]
(18)

äå

Fij =

∣∣∣∣∣ u√βi + vi − vj + (uj − ui)t−
w√
βj

∣∣∣∣∣ , i, j = 1, 2, i ̸= j. (19)

Ïåðåõîäÿ÷è òåïåð â (9)-(11), (18), (19) äî ãðàíèöi êîëè β1, β2 → +∞
ç óðàõóâàííÿì óìîâ (12)-(14) (ìîæëèâiñòü òàêîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó
îáãðóíòîâó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ Ëåìè 1 ðîáîòè [8] òà ñòàíäàðòíèõ òåîðåì ïðî
ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà - óìîâè âñiõ öèõ òâåðäæåíü ëåãêî
ïåðåâiðÿþòüñÿ çàâäÿêè ñòðóêòóði âèðàçiâ (18), (19), ãëàäêîñòi ôóíêöié, ùî
äî íèõ âõîäÿòü, òà õîðîøié çáiæíîñòi âñiõ iíòåãðàëiâ), çäîáóäåìî:

lim
β1,β2→+∞

ρi(t, x) = ρiµi(x), i = 1, 2, (20)

äå

µi(x) =

 1; ni > 1; ki >
1
2 ,

exp{2uoix}; ni = 1; ki >
1
2 ,

exp{v2oi + 2uoix}; ni = 1; ki =
1
2 ;

(21)

lim
β1,β2→+∞

φi = Ci (x+ ai) , (22)
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äå

ai =

[
0, ki >

1
2ni,

uoiv
2
oi

2u2
oi
, ki =

1
2ni;

(23)

lim
β1,β2→+∞

∂φi

∂t
= lim

β1,β2→+∞

tu2i − (ui, vi)

u2i

(
ui, C

′
i

(
x+ ui

(vi − uit)
2

2u2i

))
= 0;

(24)

lim
β1,β2→+∞

∂φi

∂x
= C

′
i (x+ ai) ; (25)

lim
β1,β2→+∞

Fij = 0, i ̸= j, (26)

i, çíà÷èòü,

lim
β1,β2→+∞

∆̃
′
= 0, (27)

ùî ç óðàõóâàííÿì (17) i òÿãíå çà ñîáîþ (15). Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâè, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà ôóíêöi¨ Ci, i = 1, 2 ìîæíà

áóëî á äåùî ïîëåãøèòè, áî, ÿê âèäíî ç (9), (20)-(25), ìíîæíèêè ïðè öèõ
ôóíêöiÿõ çðîñòàþòü íå çà âñiìà íàïðÿìêàìè â R3, à ëèøå âçäîâæ âåêòîðà ui.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöi¨ φi â ðîçïîäiëi (5) ìàþòü âèãëÿä:

φi(t, x) = ψi(t, x) exp
{
−βi((vi − uit)

2 + 2uix)
}
, i = 1, 2 (28)

äå ôóíêöi¨ ψi òàêi, ùî âèðàçè

tψ1ψ2;
∂ψi

∂t
; tψi;

∣∣∣∣∂ψi

∂x

∣∣∣∣ ; t(ui, ∂ψi

∂x

)
, i = 1, 2 (29)

îáìåæåíi íà R4 ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà 1
1+|t| . Íåõàé äî òîãî æ âèêîíó¹òüñÿ

(12) ïðè

ni >
1

2
. (30)

Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà (17), ïðè÷îìó iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ:

lim
β1,β2→+∞

∆̃
′
=

2∑
i,j=1,i ̸=j

ρi sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

∣∣∣∣∂ψi

∂t
+ vi

∂ψi

∂x
+ ψ1ψ2πd

2ρj |v1 − v2|
∣∣∣∣+

+2πd2ρ1ρ2|v1 − v2| sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|
(ψ1ψ2). (31)

Äîâåäåííÿ. Ç óðàõóâàííÿì (9), (10), (28) ìà¹ìî:

∂φi

∂t
= ρi[ρi(t, x)]

−1

{
∂ψi

∂t
+ 2βiψi

(
(vi, ui)− tu2i

)}
, (32)
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∂φi

∂x
= ρi[ρi(t, x)]

−1

{
∂ψi

∂x
− 2βiψiui

}
, i = 1, 2, (33)

òîìó çàìiñòü (18) çäîáóäåìî (iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ñóïðåìóìiâ âèïëèâà¹ ç
óìîâè (29) íàøî¨ òåîðåìè):

∆̃
′
= π−3/2 sup

(t,x)∈R4

1

1 + |t|

2∑
i=1

ρi

∫
R3

[∣∣∣∣∂ψi

∂t
+Ai +Bi

∣∣∣∣+Ai

]
e−u2

du, (34)

äå

Ai = Ai(u, t) = ψ1ψ2
d2√
π
ρj

∫
R3

e−w2
Fijdw, i ̸= j, (35)

Bi = Bi(u, t) =
∂ψi

∂x

(
u√
βi

+ vi − uit

)
− 2ψi

√
βi(u, ui) (36)

ïðè çáåðåæåííi (19). Çíà÷èòü, ãðàíè÷íèé ïåðåõiä çàâäÿêè (12), (30) òåïåð äà¹
(éîãî îáãðóíòóâàííÿ òàêå æ, ÿê ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 1):

lim
β1,β2→+∞

Fij = |v1 − v2| ; (37)

lim
β1,β2→+∞

Ai = ψ1ψ2πd
2ρj |v1 − v2| , i ̸= j; (38)

lim
β1,β2→+∞

Bi = vi
∂ψi

∂x
, i = 1, 2. (39)

Âñå öå ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â (34) òà ïîäàëüøîãî iíòåãðóâàííÿ ïî u
ïðèâîäèòü äî (31). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåãêî òåïåð ñôîðìóëþâàòè íàñëiäîê ç öi¹¨ òåîðåìè, ÿêèé äà¹ îäíó ç
ìîæëèâèõ äîñòàòíiõ óìîâ äîâiëüíî¨ ìàëèçíè âiäõèëó (7).

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè Òåîðåìè 2, i ψi ìà¹ âèãëÿä:

ψi = Ci (x− vit) , i = 1, 2 (40)

àáî
ψi = Ci ([x× vi]) , i = 1, 2, (41)

äå Ci ≥ 0 - ôiíiòíi ãëàäêi ôóíêöi¨.
Òîäi:
1) ßêùî C1, C2, v1, v2 çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

suppC1 ∩ suppC2 = ⊘ (42)

àáî
v1 = v2, (43)

òî ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ (15).
2) Ïðè äîâiëüíèõ C1, C2, v1, v2 ìà¹ìî:

lim
d→0

lim
βi→+∞,i=1,2

∆̃ = 0. (44)
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Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöi¨ âèãëÿäó (40) àáî (41)
çà íàêëàäåíèõ òóò óìîâ çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè Òåîðåìè 2. Äiéñíî, äëÿ (40)
âèêîíó¹òüñÿ:

∂ψi

∂t
= −

(
vi, C

′
i

)
, i = 1, 2, (45)

∂ψi

∂x
= C

′
i , i = 1, 2; (46)

à ó âèïàäêó (41) áóäå:
∂ψi

∂t
= 0, (47)

∂ψi

∂x
=
[
vi × C

′
i

]
, i = 1, 2. (48)

Çíà÷èòü, ñïðàâåäëèâå (31), i, êðiì òîãî, â îáîõ âèïàäêàõ

∂ψi

∂t
+ vi

∂ψi

∂x
= 0, i = 1, 2. (49)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ðàçîì ç (42) àáî (43), ÿê âèäíî ç (31) äà¹ àáî ïðîñòî (27), àáî
ïðÿìóâàííÿ öüîãî âèðàçó äî íóëÿ ïðè d→ 0. Çâiäñè çàâäÿêè (17) çäîáóäåìî
(15). Íàñëiäîê 1 äîâåäåíî.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äåÿêå ”ïðîìiæêîâå” ìiæ
òåîðåìàìè 1 i 2, îñêiëüêè ïîêàçíèê åêñïîíåíòè â (28) çàìiíþ¹òüñÿ òåïåð ëèøå
îäíèì ç ïðèñóòíiõ òàì äîäàíêiâ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé

φi(t, x) = ψi(t, x) exp{−βi(vi − uit)
2}, i = 1, 2, (50)

ïðè÷îìó âèðàçè

tψ1ψ2 exp{2β1u1x+ 2β2u2x};
∂ψi

∂t
exp{2βiuix}; tψi exp{2βiuix};∣∣∣∣∂ψi

∂x

∣∣∣∣ exp{2βiuix}; t(ui, ∂ψi

∂x

)
exp{2βiuix}, i = 1, 2 (51)

îáìåæåíi ç âàãîþ 1
1+|t| , à ïðèïóùåííÿ (12) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

ni ≥ 1. (52)

Òîäi ñïðàâåäëèâå (17), ïðè÷îìó iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ âåëè÷èíè ∆̃
′
, ÿêà

äîðiâíþ¹ âèðàçó (31) ïðè ni > 1, à ïðè ni = 1

lim
β1,β2→+∞

∆̃
′
=

2∑
i,j=1,i ̸=j

ρi sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|

∣∣∣∣µi(x)(∂ψi

∂t
+ vi

∂ψi

∂x

)
+

+ψ1ψ2µ1(x)µ2(x)πd
2ρj |v1 − v2|

∣∣+ 2πd2ρ1ρ2|v1 − v2|×
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× sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|
[µ1(x)µ2(x)ψ1(t, x)ψ2(t, x)]+

+2

2∑
i=1

ρi|(uoi, vi)| sup
(t,x)∈R4

1

1 + |t|
{µi(x)ψi(t, x)}, (53)

äå

µi(x) = exp{2uoix}, i = 1, 2. (54)

Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ Òåîðåìè 2, àëå çàðàç çàâäÿêè (50) çàìiñòü
(32), (33) áóäåìî ìàòè:

∂φi

∂t
= exp

{
−βi(vi − uit)

2
}
·
{
∂ψi

∂t
+ 2βiψi

(
(vi, ui)− tu2i

)}
, (55)

∂φi

∂x
=
∂ψi

∂x
exp

{
−βi(vi − uit)

2
}
. (56)

Òîìó â (34) ïåðåä iíòåãðàëîì ç'ÿâèòüñÿ ìíîæíèê exp{2βiuix} (i â (35) - òàêèé
æå ìíîæíèê, àëå ç iíäåêñîì j), à äðóãèé äîäàíîê â (36) çàìiíèòüñÿ íà (iç
çíàêîì ïëþñ!):

2βiψi

(
(ui, vi)− tu2i

)
. (57)

Òîäi ïðè ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi, êîëè β1, β2 → +∞, ðiâíiñòü (37) âçàãàëi íå
çìiíèòüñÿ, â (38) ïðè ni = 1, i = 1, 2 âèíèêà¹ ìíîæíèê µj(x), j ̸= i, à çàìiñòü
(39) çäîáóäåìî:

lim
β1,β2→+∞

Bi = vi
∂ψi

∂x
+ 2ψiHi, i = 1, 2, (58)

äå

Hi =

[
0, ni > 1
(uoi, vi), ni = 1.

(59)

Îñêiëüêè, î÷åâèäíî, ãðàíèöÿ âåëè÷èí exp{2βiuix} ïðè ni > 1 äîðiâíþ¹ ïðîñòî
1, à ïðè ni = 1 çáiãà¹òüñÿ ç (54), òî ñàìå â öüîìó (äðóãîìó) âèïàäêó â
ãðàíè÷íîìó âèðàçi äëÿ ∆̃

′
íå òiëüêè âèíèêàþòü ìíîæíèêè µi(x), i = 1, 2,

àëå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ùå é äîäàòêîâà ñóìà (äèâ. (58), (59)), ÿêà íå çóñòði÷àëàñÿ
ðàíiøå, òîáòî â òåîðåìàõ 1, 2, ùî é òÿãíå çà ñîáîþ (53). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé â ôîðìóëi (12) ïàðàìåòðè ni, i = 1, 2 çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíiñòü (52). Íåõàé, êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ äîäàòêîâà óìîâà:

ui⊥vi, i = 1, 2, (60)

i çáåðiãàþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (50) òà (40) àáî (41). Òîäi òâåðäæåííÿ 1), 2)
Íàñëiäêà 1 çàëèøàþòüñÿ â ñèëi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöi¨ âèãëÿäó (40) àáî (41) ïðè
âèêîíàííi óìîâ äàíîãî íàñëiäêà çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè Òåîðåìè 3.
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Íåõàé ñïî÷àòêó âèêîíàíå (40), òîäi ïåðøèé ç âèðàçiâ (51) çà ïðèïóùåííÿì
(42) ïðîñòî äîðiâíþ¹ íóëþ òîòîæíüî, à ó âèïàäêó (43) ïiñëÿ çàìiíè

y = x− vit (61)

ç óðàõóâàííÿì (60) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

tC1(y)C2(y)e
2y(β1u1+β2u2). (62)

Îñêiëüêè C1(y) òà C2(y) ôiíiòíi, òî ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà 1
1+|t| âèðàç (62),

î÷åâèäíî, ¹ îáìåæåíèì.
ßêùî æ áðàòè ψi ó âèãëÿäi (41) i çíîâó ðîçãëÿíóòè ñèòóàöiþ (43), òî

ïiñëÿ ðîçêëàäåííÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x ïî îðòîãîíàëüíîìó (âíàñëiäîê (60)!)
áàçèñó:

ui, vi, [ui × vi], i = 1, 2, (63)

çàâäÿêè ñïåöèôiöi àðãóìåíòiâ â (41) âèÿâèòüñÿ, ùî ôóíêöi¨ Ci ”çàíóëÿþòüñÿ”
ñàìå çà òèìè íàïðÿìêàìè â R3, çà ÿêèìèì âiäïîâiäíi åêñïîíåíòè â (51) çäàòíi
çðîñòàòè (ìíîæíèê t ç îãëÿäó íà íàÿâíiñòü âàãè ¹ íåñóòò¹âèì).

Ðåøòà âèðàçiâ, ùî âõîäÿòü äî (51), îöiíþþòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî ç
âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë (45) òà (46), àáî (47) òà (48).

Îòæå, ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òâåðäæåííÿì Òåîðåìè 3, òîáòî ôîðìóëîþ
(31) ïðè ni > 1 àáî ôîðìóëàìè (53), (54) ïðè ni = 1. Àëå âñi äîäàíêè, ùî
â íèõ âõîäÿòü, àáî ïðîñòî äîðiâíþþòü íóëþ âíàñëiäîê ÷è (42), ÷è (43), ÷è
(49), àáî ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè d → 0. Çâiäñè çàâäÿêè (17) çäîáóäåìî (15).
Íàñëiäîê 2 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2. Çàïðîïîíîâàíèé âiäõèë ç âàãîþ ∆̃ âèãëÿäó (7) äîçâîëèâ â
äàíié ðîáîòi çäîáóòè íèçêó íîâèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà
äëÿ òâåðäèõ êóëü, ÿêi îïèñóþòü ïåðåõiäíèé ðåæèì ìiæ òå÷iÿìè òèïó
”ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ” òà ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ïîáóäîâàíèõ ðàíiøå
â [7] çà äîïîìîãîþ ðîçãëÿíóòîãî â [3-9] òà iíøèõ ðîáîòàõ ”çâè÷àéíîãî”
ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó ∆. Òàê, ðîçïîäië (11) òåïåð íå ìiñòèòü íå
òiëüêè îêðåìîãî ìíîæíèêà, ñïàäàþ÷îãî ç ÷àñîì íà±∞, à é ìóëüòèïëiêàòèâíî¨
êîíñòàíòè, áåç äîâiëüíî¨ ìàëèçíè ÿêî¨ â ðîáîòi [7] íå âäà¹òüñÿ çäîáóòè
ðåçóëüòàò, àíàëîãi÷íèé (15), à ëèøå çíà÷íî ñëàáiøå òâåðäæåííÿ, äå â
ïðàâié ÷àñòèíi âiäïîâiäíî¨ ðiâíîñòi çàìiñòü íóëÿ ôiãóðó¹ äåÿêà âåëè÷èíà, ÿêà
ïîòðåáó¹ ïîäàëüøî¨ ìiíiìiçàöi¨ çà ðàõóíîê iíøèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó. Òå æ
ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i àíàëîãiâ Íàñëiäêiâ 1,2, äå çàâäÿêè íîâîìó âiäõèëó âäà¹òüñÿ
ñóòò¹âî ðîçøèðèòè êëàñè çíàéäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à ñàìå, âèãëÿäó (40) àáî (41),
ÿêi äî òîãî æ ìîæóòü ìàòè i öiêàâèé ôiçè÷íèé ñåíñ.
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