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Óêðàèíà

Ðàçðàáîòàíà ëîêàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ çåðíèñòîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà,
îñíîâàííàÿ íà îáîáùåííîì ìåòîäå Ôóðüå. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ
ìîäåëè ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ
íàïðÿæåíèé â îáëàñòÿõ èõ êîíöåíòðàöèè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèåì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Î. Ã. Íiêîëà¹â, �. À. Òàí÷iê, Ëîêàëüíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü

çåðíèñòîãî êîìïîçèöiéíîãî ìàòåðiàëó. Ðîçðîáëåíî ëîêàëüíó
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü íàïðóæåíî-äåôîðìiâíîãî ñòàíó çåðíèñòîãî
êîìïîçèöiéíîãî ìàòåðiàëó, ïîáóäîâàíó íà óçàãàëüíåíîìó ìåòîäi Ôóð'¹.
×èñåëüíà ðåàëiçàöiÿ ìîäåëi äîçâîëèëà îòðèìàòè õàðàêòåð ðîçïîäiëó
ëîêàëüíèõ íàïðóæåíü â îáëàñòÿõ ¨õíüî¨ êîíöåíòðàöi¨. Ïðîâåäåíî
ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ iç ðiøåííÿì ìåòîäîì êiíöåâèõ åëåìåíòiâ.

A. G. Nikolaev, E. A. Tanchik, Local Mathematical Model of Granu-

lar Composite Material. The local mathematical model of stress-strain
state of granular composite material, based on a generalized Fourier's
method, is developed. The numerical realization of model has allowed
to receive character of distribution of local stress in the �eld of their
concentration. The comparison of results with the solution on a �nite
element method is carried out.

2000 Mathematics Subject Classi�cation 74E30.

Ââåäåíèå

Â äàííûé ìîìåíò ïðîâîäèòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé, ñâÿçàí-
íûõ ñ ðàçðàáîòêîé ìîäåëåé êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è èõ ïðèìåíåíèåì â
ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèÿõ. Êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû ñ èõ óíèêàëüíûìè
ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñ êàæäûì ãîäîì âûòåñíÿþò èç
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óïîòðåáëåíèÿ â ïåðåäîâûõ îòðàñëÿõ ìàøèíîñòðîåíèÿ, òàêèõ êàê àâèàöèÿ
è êîìîíàâòèêà, ñòàëè è öâåòíûå ñïëàâû. Ýòà îáùàÿ òåíäåíöèÿ âåñüìà
óñòîé÷èâà, ÷òî äåëàåò äàííóþ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ î÷åíü ïåðñïåêòèâíîé.

Ïðèìåíåíèå êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ òðåáóåò, îäíàêî, òùàòåëüíîãî
ðàñ÷åòà è îáîñíîâàíèÿ, òàê êàê ìåõàíèçìû äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ
íîâûõ ìàòåðèàëîâ åùå î÷åíü ñëàáî èçó÷åíû. Ñóùåñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè êîìïîçèòîâ â áîëüøèíñòâå ñâîåì îñíîâàíû íà òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ è øèðîêîì ïðèìåíåíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Î÷åíü
àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
(ÍÄÑ) è ïîëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêè òî÷íûõ ðåøåíèé. Îñíîâîé ïîäàâëÿþùåãî
áîëüøèíñòâà âñåõ òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è òåîðèè
óïðóãîñòè â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ. Ðàçíûå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ ÍÄÑ
ìîäåëåé êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [1, 2, 3]. Èç
ìíîãî÷èñëåííûõ çàðóáåæíûõ ïóáëèêàöèé íà ýòó òåìó ìîæíî îòìåòèòü [4, 5].
Â ïåðâîé èç ýòèõ ñòàòåé ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ
õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèöèîííûõ ñðåä íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïëîñêèõ çàäà÷
òåîðèè óïðóãîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Âî âòîðîé �
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ñî ñôåðè÷åñêèìè âêëþ-
÷åíèÿìè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, äîïóñêàþùèìè ñêîëüæåíèå íà ãðàíèöå
ðàçäåëà ôàç.

Àíàëèç íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè îäíîé ïîëîñòè êàíîíè÷åñêîé ôîðìû
â èçîòðîïíîì è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ìàòåðèàëàõ ñòàë âîçìîæíûì
áëàãîäàðÿ òî÷íûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â êàíîíè÷åñêèõ
îáëàñòÿõ, ïîëó÷åííûõ Þ. Í. Ïîäèëü÷óêîì [6]. Èññëåäîâàíèå ÍÄÑ â
ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ íà îñíîâå îáîáùåííîãî ìåòîäà Ôóðüå (ÎÌÔ) ïðî-
âîäèëîñü â ðàáîòàõ [7, 8]. Â ïåðâîé èç ýòèõ ñòàòåé ðàññìîòðåíî íàïðÿæåííîå
ñîñòîÿíèå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ ñôåðîèäàëüíû-
ìè ïîëîñòÿìè, ïîäðîáíî èçó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé íà îñè ìåæäó
ïîëîñòÿìè. Âî âòîðîé � èçó÷åíî ÍÄÑ èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ
ñôåðîèäàëüíûìè ïîëîñòÿìè íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîëîñòåé è íà îñè ìåæäó íèìè
äëÿ äâóõ ìîäèôèêàöèé, ðàññìîòðåííûõ íàìè è â íàñòîÿùåé ñòàòüå, íî ñ
âêëþ÷åíèÿìè. Äëÿ âåðèôèêàöèè ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå
ðåøåíèÿ ÎÌÔ ñ ðåøåíèåì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå ANSYS
Release 11.0.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âïåðâûå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ÍÄÑ çåðíèñòîãî êîì-
ïîçèòà, îñíîâàííàÿ íà èçó÷åíèè ëîêàëüíîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè
äâóõ ñôåðîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé ðàçíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ñ ïîìîùüþ
ÎÌÔ. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå àíàëèòè-
÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ îïèñàíèÿ çåðíèñòîãî êîìïîçèòà, à òàêæå êîìïîçèòà,
àðìèðîâàííîãî êîðîòêèìè âîëîêíàìè â âèäå ýëëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãîå ïðîñòðàíñòâî Ω ñ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
ñôåðîèäàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè Ωi, ðàñïîëîæåííûìè íà îäíîé îñè ñèì-
ìåòðèè, ñ öåíòðàìè, ñäâèíóòûìè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà a (ðèñ. 1).
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû äâå öèëèíäðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò O1ρ1φ1z1
è O2ρ2φ2z2. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè ¾À¿, òàêæå
ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè çàäà÷è.

Ðèñ. 1: Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
çàäà÷è: ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè
ìîäåëü ¾À¿

Ðèñ. 2: ×àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè ¾À¿:
ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè
ìîäåëü ¾Á¿

Óðàâíåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé âêëþ÷åíèé â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàòàõ (ρ, φ, z) èìåþò âèä:

∂Ωi :
z2i
d21i

+
ρ2

d22i
= 1; (1)

ãäå d1i è d2i � áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè ñôåðîèäîâ ñîîòâåòñòâåííî, ïîä ∂Ωi

ïîíèìàåì ãðàíèöó îáëàñòè Ωi, i = 1, 2; z1 = z2 + a.
Îáùèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàìå:

∇2U+
1

1− 2µ
∇divU = 0; (2)

â îáëàñòÿõ Ω è Ωi ñîãëàñíî êîíöåïöèè îáîáùåííîãî ìåòîäà Ôóðüå ñòðîÿòñÿ
êàê ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàìå
äëÿ ñôåðîèäà è èìåþò âèä (3) è (4) ñîîòâåñòâåííî [9]:

U =
2∑

i=1

2∑
j=1

∞∑
n=0

a
(j)
n,iU

+(5)
i,n,0(ξj , ηj , φ) +U0; (3)
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U =

2∑
j=1

∞∑
n=0

b
(i)
n,jU

−(5)
j,n,0(ξi, ηi, φ); (4)

ãäå äëÿ:

� îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ: U0 = −1

2

σ0µρ

G(µ+ 1)
eρ +

1

2

σ0z

G(µ+ 1)
ez; (5)

� äâóîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ: U0 = −1

2

σ0(µ− 1)ρ

G(µ+ 1)
eρ −

1

2

σ0µz

G(µ+ 1)
ez; (6)

U � ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé; µ � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; σ0 � ðàñòÿæåíèå
íà áåñêîíå÷íîñòè; eρ, ez � îðòû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; G �
ìîäóëü ñäâèãà. Â îáëàñòè Ω óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè � G,µ, â îáëàñòè Ωi �

Gi, µi ñîîòâåòñòâåííî; U
±(5)
i,n,0 (ξ, η, φ) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ëàìå äëÿ ñôåðîèäà, ââîäèìûå íàìè íèæå; (ξ, η, φ) � âûòÿíóòûå
ñôåðîèäàëüíûå êîîðäèíàòû. Çäåñü è â äàëüíåéøåì: èíäåêñû â îáîçíà÷åíèè
êîîðäèíàò (ξj , ηj , φ) ïîñòàâëåíû òàì, ãäå íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
èìååòñÿ ââèäó ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ êîíêðåòíûì ñôåðîèäîì.

Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
ïî ïåðåìåùåíèÿì è íàïðÿæåíèÿì:

uρ|Γi = u(i)ρ |Γi ; uz|Γi = u(i)z |Γi ; (7)

Fρ|Γi = F (i)
ρ |Γi ; Fz|Γi = F (i)

z |Γi . (8)

Â ôîðìóëàõ (7) � (8) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: uρ, uz è Fρ, Fz �
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ñîîòâåòñòâåííî â öèëèíä-
ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â îáëàñòè Ω. Âåëè÷èíû ñ âåðõíèì èíäåêñîì (i)
îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòÿì Ωi.

Ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

FU = 2G

[
µ

1− 2µ
ndivU+

∂U

∂n
+

1

2
(n× rotU)

]
; (9)

ãäå n � âåêòîð íîðìàëè ê ïëîùàäêå ãðàíèöû.

Ââîäÿòñÿ äâå ñôåðîèäàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò (ξi, ηi, φ), ñâÿçàííûå ñ
ââåäåííûìè öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:{

c1 sh ξ1 sin η1 = c2 sh ξ2 sin η2;
c1 ch ξ1 cos η1 = a+ c2 ch ξ2 cos η2,

(10)

ãäå a � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè; ci� ïàðàìåòðû ñôåðîèäàëüíûõ ñèñòåì
êîîðäèíàò. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîâ-
ìåùåííûìè öèëèíäðè÷åñêèìè è âûòÿíóòûìè ñôåðîèäàëüíûìè ñèñòåìàìè
êîîðäèíàò, ïåðâóþ èç ñèñòåìû ôîðìóë (10) ìîæåì çàïèñàòü: ρ1 = ρ2 ≡ ρ, à
âòîðóþ: z1 = a+z2. Óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé âêëþ÷åíèé (1) â ñôåðîèäàëüíûõ
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êîîðäèíàòàõ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ξi = ξ0i. Óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ
ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé èìååò âèä:

d11 + d12 < a, (11)

ãäå d11 è d12 � áîëüøèå ïîëóîñè ïåðâîãî è âòîðîãî ñôåðîèäîâ ñîîòâåòñòâåííî.

2. Ïîñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ

Ââåäåì ñëåäóþùóþ ïàðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ Ëàìå äëÿ ñôåðîèäà[10]:

U
±(5)
1,n,0 (ξ, η, φ) =

c

2n+ 1
∇
[
u
±(5)
n−1,0 (ξ, η, φ)− u

±(5)
n+1,0 (ξ, η, φ)

]
; (12)

U
±(5)
2,n,0 (ξ, η, φ) = [z∇+ (4µ− 3) ez]u

±(5)
n,0 (ξ, η, φ)− cq20∇u

±(5)
n±1,0 (ξ, η, φ) (13)

u+(5)
n,m = Q−m

n (ch ξ)Pm
n (cos η) eimφ; u−(5)

n,m = P−m
n (ch ξ)Pm

n (cos η) eimφ; (14)

ãäå Pm
n è Qm

n � ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà 1-ãî è 2-ãî ðîäà; q0 =
ch ξ0. Çíàê ¾+¿ â âåðõíåì èíäåêñå ôîðìóë ñîîòâåòñòâóåò âíåøíèì ðåøåíèÿì
óðàâíåíèÿ Ëàìå, ¾�¿ � âíóòðåííèì. Â ðåøåíèÿõ (12) � (13), îòâå÷àþùèõ
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ∂Ωi, íàäî âûáðàòü ξ = ξ0i. Ôîðìóëû (12) � (13) â
êîîðäèíàòíîé ôîðìå èìåþò âèä:

U
±(5)
1,n,0 (ξ, η, φ) = −u

±(5)
n,1 eρ − u

±(5)
n,0 ez; (15)

U
±(5)
2,n,0 (ξ, η, φ) = −qu

±(5)
1,n,1eρ −

[
qu

±(5)
1,n,0 + (3− 4µ)u

±(5)
n,0

]
ez +

+ c
(
q2 − q20

)
∇u

±(5)
n±1,0; (16)

u+n,m(ξ) = Q−m
n (q) ; u+1,n,m(ξ) = (n+m+ 1)Q−m

n+1 (q) ;

u−n,m(ξ) = P−m
n (q) ; u−1,n,m(ξ) = (n−m)P−m

n−1 (q) ;

u
±(5)
1,n,m (ξ, η, φ) = u±1,n,m(ξ)Pm

n (cos η) eimφ.

Ïðèìåíèâ ê ôîðìóëàì (15) � (16) îïåðàòîð (9), ïîëó÷èì êîîðäèíàòíóþ
çàïèñü íàïðÿæåíèé, îòâå÷àþùèõ áàçèñíûì ðåøåíèÿì â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè
ξi = ξ0i íà ïëîùàäêàõ ñ íîðìàëüþ n = eξ:

FU
±(5)
i,n,0 = −2G

h

c

[
s
±(i)
n,1 (ξ)P 1

n (cos η) eρ + s
±(i)
n,0 (ξ)Pn (cos η) ez

]∣∣∣∣
ξ=ξ0

; (17)

s
±(1)
n,1 (ξ) = − d

dξ
u±n,1; s

±(2)
n,1 (ξ) = −q2

d

dξ

(
u±1,n,1
q

)
+ 2µu±n,0;

s
±(1)
n,0 (ξ) = − d

dξ
u±n,0; s

±(2)
n,0 (ξ) = −q2

d

dξ

(
u±1,n,0
q

)
− (1− 2µ)

d

dξ
u±n,0;
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Â ýòèõ ôîðìóëàõ q = ch ξ, h = 1/
√

q2 − cos2 η. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñôåðîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèÿõ íåîáõîäèìî ïðåîáðàçî-
âàòü îáùåå ðåøåíèå â îòäåëüíîñòè ê êàæäîé ñôåðîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì òåîðåìû ñëîæåíèÿ ðåøåíèé (12) � (13), îòíåñåííûõ ê
ðàçíûì íà÷àëàì [10]:

U
+(5)
i,n,0 (ξ1, η1, φ) =

2∑
j=1

∞∑
s=0

[
δijh

(11)12
ns + δj1δi2h

(21)12
ns

]
U

−(5)
j,s,0 (ξ2, η2, φ) ; (18)

U
+(5)
i,n,0 (ξ2, η2, φ) =

2∑
j=1

∞∑
s=0

[
δijh

(11)21
ns + δj1δi2h

(21)21
ns

]
U

−(5)
j,s,0 (ξ1, η1, φ) ; (19)

h(11)12ns =

∞∑
k=n

(
s+

1

2

)
c1
c2
(−1)k+sβknQ

(1)
s,k; h(22)12ns = h(11)12ns ;

h(11)21ns =
∞∑
k=s

(
s+

1

2

)
(−1)k+n+1βksQ

(1)
n,k; h(22)21ns = h(11)21ns ;

h(21)12ns =

∞∑
k=n

(
s+

1

2

)
c1
c2
(−1)k+s×

×
[
βkn

(
c2q

2
20Q

(1)
s+1,k+1 − aQ

(1)
s,k+1

)
− c1q

2
10βk+1,n+1Q

(1)
s,k+2

]
;

h(21)21ns =

∞∑
k=s

(
s+

1

2

)
(−1)k+n+1×

×
[
βks

(
c2q

2
20Q

(1)
n+1,k+1 − aQ

(1)
n,k+1

)
− c1q

2
10βk+1,s+1Q

(1)
n,k+2

]
;

Â ýòèõ ôîðìóëàõ: δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà; Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà;

βkn =
√
π
(c1
2

)k εkn
Γ ((k − n)/2 + 1) Γ ((k + n)/2 + 3/2)

;

Q
(1)
s,k =

(
1√

a2 − c22

)k

Qk
s

(
a

c2

)
; εkn =

{
1 åñëè k − n = 2l,

0 åñëè k − n = 2l + 1.

Ïðåîáðàçîâàíèå ðåøåíèÿ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì O1:

U =

2∑
i=1

2∑
j=1

∞∑
n=0

a
(j)
n,iU

+(5)
i,n,0 (ξj , ηj , φ) +U0 =

=
2∑

i=1

∞∑
n=0

[
a
(1)
n,iU

+(5)
i,n,0 (ξ1, η1, φ) + ã

(2)
n,iU

−(5)
i,n,0 (ξ1, η1, φ)

]
+U0. (20)
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Ïðåîáðàçîâàíèå ðåøåíèÿ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì O2:

U =

2∑
i=1

2∑
j=1

∞∑
n=0

a
(j)
n,iU

+(5)
i,n,0 (ξj , ηj , φ) +U0 =

=

2∑
i=1

∞∑
n=0

[
a
(2)
n,iU

+(5)
i,n,0 (ξ2, η2, φ) + ã

(1)
n,iU

−(5)
i,n,0 (ξ2, η2, φ)

]
+U0. (21)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ã
(2)
n,i =

2∑
l=1

∞∑
s=0

a
(2)
s,l

(
δlih

(11)21
sn + δi1δl2h

(21)21
sn

)
; ã

(1)
n,i =

2∑
l=1

∞∑
s=0

a
(1)
s,l

(
δlih

(11)12
sn + δi1δl2h

(21)12
sn

)
. Ïðèðàâíÿâ (3) è (4), ñ èñïîëüçîâàíèåì

(20) � (21) óäîâëåòâîðèì óñëîâèÿì íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä:
� ïî ïåðåìåùåíèÿì íà ïîâåðõíîñòè ∂Ω1 (ξ1 = ξ10):

2∑
i=1

∞∑
n=0

[
a
(1)
n,iU

+(5)
i,n,0 (ξ10, η1, φ) + ã

(2)
n,iU

−(5)
i,n,0 (ξ10, η1, φ)

]
+U0 =

=

2∑
j=1

∞∑
n=0

b
(1)
n,jU

−(5)
j,n,0 (ξ10, η1, φ) ; (22)

� ïî ïåðåìåùåíèÿì íà ïîâåðõíîñòè ∂Ω2 (ξ2 = ξ20):

2∑
i=1

∞∑
n=0

[
a
(2)
n,iU

+(5)
i,n,0 (ξ20, η2, φ) + ã

(1)
n,iU

−(5)
i,n,0 (ξ20, η2, φ)

]
+U0 =

=

2∑
j=1

∞∑
n=0

b
(2)
n,jU

−(5)
j,n,0 (ξ20, η2, φ) ; (23)

� ïî íàïðÿæåíèÿì íà ïîâåðõíîñòè ∂Ω1 (n = eξ, ξ1 = ξ10):

2∑
i=1

∞∑
n=0

[
a
(1)
n,iFU

+(5)
i,n,0 (ξ10, η1, φ) + ã

(2)
n,iFU

−(5)
i,n,0 (ξ10, η1, φ)

]
+ FU0 =

=
2∑

j=1

∞∑
n=0

b
(1)
n,jFU

−(5)
j,n,0 (ξ10, η1, φ) ; (24)

� ïî íàïðÿæåíèÿì íà ïîâåðõíîñòè ∂Ω2 (n = eξ, ξ2 = ξ20):

2∑
i=1

∞∑
n=0

[
a
(2)
n,iFU

+(5)
i,n,0 (ξ20, η2, φ) + ã

(1)
n,iFU

−(5)
i,n,0 (ξ20, η2, φ)

]
+ FU0 =

=
2∑

j=1

∞∑
n=0

b
(2)
n,jFU

−(5)
j,n,0 (ξ20, η2, φ) . (25)
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Â ôîðìóëàõ (24) � (25) äëÿ îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ FU0 = σ0h sh ξ cos ηez,
äëÿ äâóîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ � FU0 = σ0h ch ξ sin ηeρ. Ðàñêëàäûâàåì ëåâûå è
ïðàâûå ÷àñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (22) � (25) â ðÿäû ïî ôóíêöèÿì Ëåæàíäðà
P 1
n(cos η) (êîìïîíåíòà eρ ) è Pn(cos η) (êîìïîíåíòà ez). Òàêèì îáðàçîì,

ïîñëå óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÁÑËÀÓ) (26) � (33) îòíîñèòåëüíî

a
(j)
n,i, b

(i)
n,j ; i = 1..2, j = 1..2:

2∑
i=1

[
a
(1)
n,ir

+(i)
n,1 (ξ10, µ) + ã

(2)
n,ir

−(i)
n,1 (ξ10, µ)− b

(1)
n,ir

−(i)
n,1 (ξ10, µ1)

]
=

=
d21µσ0

2G(µ+ 1)
δn1; (26)

2∑
i=1

[
a
(1)
n,ir

+(i)
n,0 (ξ10, µ) + ã

(2)
n,ir

−(i)
n,0 (ξ10, µ)− b

(1)
n,ir

−(i)
n,0 (ξ10, µ1)

]
=

= −
d11σ0

2G(µ+ 1)
δn1; (27)

2∑
i=1

[
a
(2)
n,ir

+(i)
n,1 (ξ20, µ) + ã

(1)
n,ir

−(i)
n,1 (ξ20, µ)− b

(2)
n,ir

−(i)
n,1 (ξ20, µ2)

]
=

=
d22µσ0

2G(µ+ 1)
δn1; (28)

2∑
i=1

[
a
(2)
n,ir

+(i)
n,0 (ξ20, µ) + ã

(1)
n,ir

−(i)
n,0 (ξ20, µ)− b

(2)
n,ir

−(i)
n,0 (ξ20, µ2)

]
=

= −
d12σ0

2G(µ+ 1)
δn1; (29)

2∑
i=1

[
a
(1)
n,is

+(i)
n,1 (ξ10, µ) + ã

(2)
n,is

−(i)
n,1 (ξ10, µ)− (G1/G) b

(1)
n,is

−(i)
n,1 (ξ10, µ1)

]
= 0; (30)

2∑
i=1

[
a
(1)
n,is

+(i)
n,0 (ξ10, µ) + ã

(2)
n,is

−(i)
n,0 (ξ10, µ)− (G1/G) b

(1)
n,is

−(i)
n,0 (ξ10, µ1)

]
=

=
d21σ0

2G
δn1; (31)
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2∑
i=1

[
a
(2)
n,is

+(i)
n,1 (ξ20, µ) + ã

(1)
n,is

−(i)
n,1 (ξ20, µ)− (G2/G) b

(2)
n,is

−(i)
n,1 (ξ20, µ2)

]
= 0; (32)

2∑
i=1

[
a
(2)
n,is

+(i)
n,0 (ξ20, µ) + ã

(1)
n,is

−(i)
n,0 (ξ20, µ)− (G2/G) b

(2)
n,is

−(i)
n,0 (ξ20, µ2)

]
=

=
d22σ0

2G
δn1; (33)

Ðåøàåì ñèñòåìó ìåòîäîì ðåäóêöèè, ïîëàãàÿ n = 1, 2, ..., ïðè÷åì a
(j)
0,i =

b
(i)
0,j = 0. Â ôîðìóëàõ (26) � (29) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: r

±(1)
n,1 = −u±n,1;

r
±(1)
n,0 = −u±n,0; r

±(2)
n,1 = −qu±1,n,1; r

±(2)
n,0 = −qu±1,n,0 − (3 − 4µ)u±n,0. Âåêòîð-

ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé ÁÑËÀÓ (26) � (33) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ îäíîîñíîãî
ðàñòÿæåíèÿ. Äëÿ äâóîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ âåêòîð-ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

BT =

[
−
d21(µ− 1)σ0

2G(µ+ 1)
,

d11µσ0

G(µ+ 1)
,−

d22(µ− 1)σ0

2G(µ+ 1)
,

d12µσ0

G(µ+ 1)
,
d11σ0

2G
, 0,

d12σ0

2G
, 0

]
δn1.

(34)

3. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Ïðåäëîæåííûé âûøå àëãîðèòì àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâà-
åìîé çàäà÷è áûë ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè (ÑÊÌ)
Maple 13.0. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íà ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (26) �
(33) ïîêàçàëî, ÷òî äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàçìåð-
íîñòè ñèñòåìû 80 × 80 (â áåñêîíå÷íûõ ñóììàõ óäåðæèâàåì 10 ñëàãàåìûõ).
Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ðåäóêöèè ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 3. Êàæäîé êðèâîé
ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíî N = 1, 2, ... è òàê äàëåå äî N = 10 (N �
êîëè÷åñòâî óäåðæèâàåìûõ â áåñêîíå÷íûõ ñóììàõ ñëàãàåìûõ). Äëÿ êàæäîãî
ñëó÷àÿ ðåøåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, íàéäåíû íàïðÿæåíèÿ
σz/σ0 è íàíåñåíû íà ñðàâíèòåëüíûé ãðàôèê. Èç àíàëèçà ãðàôèêîâ íà
ðèñ. 3 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñõîäèìîñòü ìåòîäà ðåäóêöèè î÷åâèäíà, à
äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå óäåðæèâàåìûõ â áåñêîíå÷íûõ ñóììàõ ñëàãàåìûõ íå
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ òî÷íîñòè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñò-
íîñòè äâóõ âûòÿíóòûõ ñôåðîèäîâ ðàññìîòðèì äâå õàðàêòåðíûå ìîäåëè,
ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 1 è 2. Ïåðâàÿ ìîäåëü ¾À¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà
îäèíàêîâûõ ñôåðîèäà. Âòîðàÿ ìîäåëü ¾Á¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäèíàêîâûå
ñôåðîèäû ñ ïî÷òè ðàâíûìè ïîëóîñÿìè, ÿâëÿÿñü ïðèáëèæåíèåì ìîäåëè
¾ñôåðà - ñôåðà¿.

Äëÿ ìîäåëè ¾À¿ ìåæîñåâîå ðàññòîÿíèå áóäåì èçìåíÿòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: a = (2.2; 2.5; 3; 4) d12, ãäå d12 � ìàëàÿ ïîëóîñü ñôåðîèäà, äëÿ
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Ðèñ. 3: Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ðåäóêöèè

ìîäåëè ¾Á¿ � a = (8; 10; 12; 15) d12, ãäå d12 � ìàëàÿ ïîëóîñü ìàëîãî ñôåðîèäà.
×èñëåííî çàäà÷à ðåøàëàñü äëÿ ñìåñè àëþìîáîðîñèëèêàòíîãî ñòåêëà (çåðíà)
è ýïîêñèäíîìàëåèíîâîé ñìîëû (ìàòðèöà) ñ òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: µ =
0.382;µi = 0.2;Gi/G ≈ 25.

Íà ðèñ. 4 � 7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ äëÿ ãëàâíûõ êîìïîíåíò
òåíçîðà íàïðÿæåíèé (âåëè÷èíû îòíåñåíû ê σ0 � ðàñòÿæåíèþ íà áåñêîíå÷íîñ-
òè) â ñôåðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ
ðàçäåëà ñðåä, ò.å. íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé. Íàïðÿæåíèÿ σφ íà ïîðÿäîê
ìåíüøå äâóõ äðóãèõ êîìïîíåíò è èõ ãðàôèêè çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

Èç àíàëèçà ãðàôèêîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ îäíîîñíîãî ðàñ-
òÿæåíèÿ äëÿ îáåèõ ìîäåëåé íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé ïðåîáëàäàþùèìè
ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ σξ, à òàêæå ïðè ñáëèæåíèè âêëþ÷åíèé
ïðîèñõîäèò êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé ó ñìåæíûõ ïîëþñîâ ñôåðîèäîâ.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çåðêàëüíûé (îäèíàêîâûé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì âûáðàòü íàïðàâëåíèå îáõîäà ïî óãëó η) âèä ãðàôèêîâ ñëåâà è ñïðàâà
íà ðèñ. 4, 6, à òàêæå ñèììåòðèÿ êðèâûõ íà ðèñ. 8 (ñëåâà) ìîæåò ñëóæèòü
êîñâåííîé ïðîâåðêîé äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è ãðîìîçäêèõ
ôîðìóë, ò.ê. ýòè ãðàôèêè ñîîòâåñòâóþò ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè ¾À¿ ñ
ñèììåòðè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè íàïðÿæåíèé σz íà îñè ìåæäó âêëþ÷å-
íèÿìè äëÿ ìîäåëåé ¾À¿ è ¾Á¿ ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè â çàâèñèìîñòè îò
èçìåíåíèÿ ìåæîñåâîãî ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ ìîäåëè ¾À¿ íàáëþäàåòñÿ êîíöåí-
òðàöèÿ íàïðÿæåíèé σz ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè ïðè èõ ñáëèæåíèè. Äëÿ ìîäåëè
¾Á¿ ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè.

Àâòîðàìè òàêæå ïîëó÷åíû ãðàôèêè äëÿ ñëó÷àÿ äâóîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ
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Ðèñ. 4: Íàïðÿæåíèÿ ση íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé â çàâèñèìîñòè
îò èçìåíåíèÿ ìåæîñåâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ìîäåëè ¾À¿ ïðè îäíîîñíîì
ðàñòÿæåíèè

Ðèñ. 5: Íàïðÿæåíèÿ ση íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé â çàâèñèìîñòè
îò èçìåíåíèÿ ìåæîñåâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ìîäåëè ¾Á¿ ïðè îäíîîñíîì
ðàñòÿæåíèè
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Ðèñ. 6: Íàïðÿæåíèÿ σξ íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé â çàâèñèìîñòè
îò èçìåíåíèÿ ìåæîñåâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ìîäåëè ¾À¿ ïðè îäíîîñíîì
ðàñòÿæåíèè

Ðèñ. 7: Íàïðÿæåíèÿ σξ íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé â çàâèñèìîñòè
îò èçìåíåíèÿ ìåæîñåâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ìîäåëè ¾Á¿ ïðè îäíîîñíîì
ðàñòÿæåíèè
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êîìïîçèöèîííîé ñðåäû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè âêëþ-
÷åíèé è íà îñè ìåæäó íèìè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ìîäóëåé
Þíãà ìàòåðèàëîâ âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû. ×åì áîëüøå ýòî îòíîøåíèå, òåì
âûøå óðîâåíü êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè è ìåíüøå
íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé. È íàîáîðîò, óìåíüøåíèå ýòîãî
îòíîøåíèÿ ïðèâîäèò ê âûðàâíèâàíèþ âåëè÷èí íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ
âêëþ÷åíèé è íà îñè ìåæäó íèìè (çäåñü íàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïîçè-
öèîííûå ñðåäû ñ áîëåå æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè). Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà
ìàòåðèàëîâ âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ÍÄÑ â
îêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèé íå îêàçûâàþò.

Äëÿ âåðèôèêàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ è ãðîìîçäêèõ ôîðìóë íà ðèñ. 10
ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé ÎÌÔ è ÌÊÝ. Ñîâïàäåíèå äâóõ êðèâûõ íà
ðèñóíêå äîñòàòî÷íî õîðîøåå. Ðåøåíèå ÎÌÔ âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî îíî
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ôèçè÷åñêè òî÷íûì ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíà òðåõìåðíàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à
â ïàêåòå ANSYS Release 11.0. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðåíà ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü
ìàññèâíîãî òåëà â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ äâóìÿ ñôå-
ðîèäàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè. Íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè íàëîæåíû
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñèììåòðèè. Ãðàíèöû òåëà íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè
10-è õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ îò ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé (çà õàðàêòåðíûé
ðàçìåð ïðèíÿòà óäâîåííàÿ áîëüøàÿ ïîëóîñü ñôåðîèäà). Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ
ñåòêà â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 9. Ïðè
ïîñòðîåíèè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòû òèïà SOL-
ID95. Ïðè ïîñòàíîâêå êîíòàêòíîé çàäà÷è èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòû òèïîâ
TARGE170 è CONTA174; òèï êîíòàêòà ïîâåðõíîñòü-ïîâåðõíîñòü, êîíòàêò
èäåàëüíûé, áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ (¾bonded¿). Ðàçáèåíèå êîíå÷íîýëåìåíòíîé
ñåòêè àâòîìàòè÷åñêîå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïöèè smart size. Ôîðìà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ � òåòðàýäð.

Ìîæíî ëè ìîäåëèðîâàòü êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë ëèøü äâóìÿ âêëþ-
÷åíèÿìè? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ îáîáùåííûì ìåòîäîì Ôóðüå ðåøåíà
çàäà÷à äëÿ ðÿäà ñôåðîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü îñè z.
Ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è ïðàêòè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîé
â äàííîé ñòàòüå. Â ôîðìóëå (3) íàäî èçìåíÿòü j íå îò 1 äî 2, à îò −∞ äî +∞.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
ñôåðîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ â óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå âäîëü
îñè z. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè òàêîé çàäà÷è îñòàâëÿåì êîíå÷íîå
÷èñëî âêëþ÷åíèé (â äàííîì ñëó÷àå îò 4-õ äî 10-è). Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ìû ó÷èòûâàåì âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ âçàèìîâëèÿíèÿ âêëþ÷åíèé äðóã
íà äðóãà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì ñëîæåíèÿ (18) �
(19). Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâèëèñü íàïðÿæåíèÿ σz ìåæäó ñðåäíèìè
âêëþ÷åíèÿìè. Íà ðèñ. 11 ïðèâåäåí ñðàâíèòåëüíûé ãðàôèê íàïðÿæåíèé
σz ìåæäó ñðåäíèìè âêëþ÷åíèÿìè äëÿ 2-õ, 4-õ, 6-è, 8-è è 10-è âêëþ÷åíèé.
Êàê âèäíî èç ãðàôèêà êðèâûå äëÿ 8-è è 10-è âêëþ÷åíèé ïðàêòè÷åñêè
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Ðèñ. 8: Íàïðÿæåíèÿ σz íà îñè ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè â çàâèñèìîñòè îò
èçìåíåíèÿ ìåæîñåâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ìîäåëåé ¾À¿ è ¾Á¿ ïðè îäíîîñíîì
ðàñòÿæåíèè

Ðèñ. 9: Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü Ðèñ. 10: Íàïðÿæåíèÿ σz íà îñè
ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè â ñðàâíåíèè
ñ ðåøåíèåì ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ äëÿ ìîäåëè ¾À¿ ïðè
îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè
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Ðèñ. 11: Íàïðÿæåíèÿ σz íà îñè ìåæäó ñðåäíèìè âêëþ÷åíèÿìè äëÿ 2-õ, 4-õ,
6-è, 8-è è 10-è âêëþ÷åíèé äëÿ ìîäåëè ¾À¿ ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè

ñëèâàþòñÿ. Äàëüíåéøåå äîáàâëåíèå âêëþ÷åíèé íå äîëæíî ïðèâåñòè ê
óâåëè÷åíèþ óðîâíÿ íàïðÿæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî ïî êðàéíåé ìåðå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ëîêàëüíîå
ÍÄÑ êîìïîçèöèîííîé ñðåäû, ó÷èòûâàÿ âñåãî äâà âêëþ÷åíèÿ.

Âûâîäû

Â ñòàòüå âïåðâûå ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøå-
íèå îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà
ñ äâóìÿ ñôåðîèäàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè. Íà îñíîâå ýòîé çàäà÷è ïðåäëîæåíà
ëîêàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çåðíèñòîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà.
Ïîäðîáíî èññëåäîâàíî ëîêàëüíîå ÍÄÑ íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé è íà
îñè ìåæäó íèìè â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âêëþ÷åíèé.
Íåçàâèñèìî âûïîëíåíà âåðèôèêàöèÿ ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê è ïîëó÷åííûõ
íà èõ îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ.

Ðàññìàòðèâàåìûé â ñòàòüå ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåí
íà ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñôåðîèäàëüíûõ
âêëþ÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ â óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå âäîëü îñè z.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðèâåäåííûå â ñòàòüå, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
äàëüíåéøåì ïðè îïðåäåëåíèè óïðóãèõ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê êîìïî-
çèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ.
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