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Îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðèè âîçìóùåíèé ñîñòîèò â èçó÷åíèè
ñïåêòðà âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà è îïèñàíèè ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ
ýòîãî îïåðàòîðà. Êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé äàåò ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ïðîñòûì
ñïåêòðîì, ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ë¼âíåðà. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åí
áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ñ
ïðîñòûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.

Ñèðîâàöüêèé Î.Ì. Îá îäíîâèìiðíîì çáóðåííi ñàìîñïîëó÷åíèõ

îïåðàòîðiâ ç ïðîñòèì ñïåêòðîì. Îäíå ç íàéâàæëèâiøèõ çàâäàíü
òåîði¨ çáóðåíü ïîëÿãà¹ ó âèâ÷åííi ñïåêòðó çáóðåíîãî îïåðàòîðà òà îïèñi
ñïåêòðàëüíèõ ïðîåêòîðiâ öüîãî îïåðàòîðà. Êëàñè÷íèì ðåçóëüòàòîì,
ÿêèé äà¹ ðiøåííÿ öi¹¨ çàäà÷i â ñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó äëÿ
îïåðàòîðiâ ç ïðîñòèì ñïåêòðîì, ¹ òåîðåìà Ëüîâíåðà. Â ðîáîòi îòðèìàí
íåñêií÷åííîâèìiðíèé àíàëîã öüîãî òâåðäæåííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ ç
ïðîñòèì äèñêðåòíèì ñïåêòðîì.

Syrovatsky A. About one-dimensional perturbation of the self-

adjoint operators with simple spectrum. One of major tasks of
perturbation theory is to study spectrum of the perturbed operator and to
describe spectral projectors of it. A classic result which gives the solution
of this task in �nite-dimensional case for operators with a simple spectrum
is the Lowner theorem. In the paper the in�nite-dimensional analogue of
this statement for operators with a simple discrete spectrum is obtained.

2000 Mathematics Subject Classi�cation 47A55.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Íà÷àëî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè âîçìóùåíèé âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ã.Âåéëÿ
[1](1909), Ô.Ðåëëèõà [2](1936) è Ê.Ôðèäðèõñà [3](1939). Â ÷àñòíîñòè,
Ã.Âåéëþ [1] ïðèíàäëåæèò òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè íåïðåðûâíîé ÷àñòè
ñïåêòðà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ïðè âïîëíå íåïðåðûâíîì âîçìóùåíèè.
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Â ðàáîòàõ Ò. Êàòî [4] è Ì. Ðîçåìáëþìà [5] ïîêàçàíî, ÷òî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà èíâàðèàíòíà ïðè êîíå÷íîìåðíûõ âîçìóùåíèÿõ.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ïðè
îäíîìåðíûõ âîçìóùåíèÿõ. Ðåøàåòñÿ êàê ïðÿìàÿ, òàê è îáðàòíàÿ çàäà÷è, òî
åñòü íàõîæäåíèå âîçìóùåíèÿ ïî äâóì ñïåêòðàì âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåí-
íîãî îïåðàòîðîâ. Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì äàííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ê. Ë¼âíåðîì [6].
Îáîáùåíèþ ýòîãî ðåçóëüòàòà íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé è ïîñâÿùåíà
äàííàÿ ðàáîòà. Â ñòàòüå Ë.Ï. Íèæíèêà [7] èçó÷àëèñü îäíîìåðíûå âîçìóùåíèÿ
íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ðåçîëüâåíòû
âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà, îäíàêî çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè îäíîìåðíîãî
âîçìóùåíèÿ ïî äâóì ñïåêòðàì íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Ïóñòü A − ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå âîçìóùåíèå îïåðà-
òîðà A

Bh = Ah+ c < h, φ > φ, (1)

ãäå h è φ èç H, à c ∈ R, c ̸= 0, ∥φ∥ = 1.
Òàê êàê

(B − λI)h = (A− λI)h+ c < h, φ > φ (h ∈ H, λ ∈ C),

òî, ïîëàãàÿ h = Rλ(A)f (Rλ(A) = (A−λI)−1, f ∈ H) è óìíîæàÿ íà Rλ(B) =
(B − λI)−1 (ãäå λ íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó A è B), ìû ïîëó÷èì, ÷òî

Rλ(A)f = Rλ(B)f + c < Rλ(A)f, φ > Rλ(B)φ. (2)

Ïóñòü f = φ, òîãäà

Rλ(B)φ = Rλ(A)φ− c < Rλ(A)φ,φ > Rλ(B)φ,

ïîýòîìó

Rλ(B)φ =
1

1 + c < Rλ(A)φ,φ >
Rλ(A)φ.

Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â (2), ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

Rλ(B)f = Rλ(A)f − < Rλ(A)f, φ >
1
c+ < Rλ(A)φ,φ >

Rλ(A)φ, (3)

ãäå f - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç H. Èòàê, ìû äîêàçàëè òåîðåìó.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü A − ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, îïåðàòîð B − åãî îäíîìåðíîå âîçìóùåíèå (1). Òîãäà
ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà B èìååò âèä (3).
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Îïðåäåëåíèå 1 Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ íåâàíëèí-
íîâñêîé (êëàññà N [8], ñòð.120), åñëè f(z) ãîëîìîðôíà â C± = {z ∈
C; ±Imz > 0} è f(z) = f(z̄), Imf(z)

Imz > 0 (Imz ̸= 0).

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (3) è îáîçíà÷èì ÷åðåç m(λ) ôóíêöèþ

m(λ) = 1/c+ < Rλ(A)φ,φ > . (4)

Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ m(λ) ÿâëÿåòñÿ íåâàíëèííîâñêîé (ñì. [9], ñòð. 242).

2.Òåîðåìà Ë¼âíåðà äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íî-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû èçëîæèì ðåçóëüòàò Ë¼âíåðà [6], ïðè ýòîì ìåòîä
åãî äîêàçàòåëüñòâà îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî è åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïåðåíîñèòñÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé (ñì. ðàçäåë 3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A − ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ ïðîñòûì
ñïåêòðîì, äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H (dimH = n < ∞).
Îïåðàòîð B − îäíîìåðíîå âîçìóùåíèå âèäà (1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {αk}n1 ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A, êîòîðûå çàíóìå-
ðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ α1 < α2 < α3 < . . . < αn.

Ïî Òåîðåìå 1 ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà B èìååò âèä (3). Ñëåäîâàòåëüíî,
îñîáåííîñòÿìè ðåçîëüâåíòûRλ(B) ìîãóò áûòü ÷èñëà {αk}n1 è íóëè âûðàæåíèÿ
m(λ) (4), m(λ) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëà {αk}n1 íå ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè ðåçîëüâåíòû
Rλ(B) äëÿ âåêòîðîâ φ îáùåãî ïîëîæåíèÿ:

< φ, hk > ̸= 0, ∀hk : Ahk = αkhk (k = 1, n). (5)

Ëåììà 1 Îñîáåííîñòÿìè Rλ(B), ãäå B èìååò âèä (1) è φ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (5), ìîãóò áûòü ëèøü òå λ, ïðè êîòîðûõ m(λ) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå H îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A, òî åñòü, áàçèñ {hk}n1 òàêîé, ÷òî
Ahk = αkhk, k = 1, n. Ïóñòü {ξk}n1 − êîîðäèíàòû âåêòîðà φ â ýòîì áàçèñå, òî
åñòü φ =

∑n
i=1 ξihi, ïðè÷åì ξi ̸= 0 äëÿ ∀i : i = 1, n â ñèëó óñëîâèÿ (5).

Òàê êàê Ahk = αkhk, òî (A − λI)hk = (αk − λ)hk. Ïîýòîìó äëÿ ∀λ ∈ C,
λ ̸= αk, k = 1, n èìååì: Rλ(A)hk = hk

αk−λ . Ñëåäîâàòåëüíî,

Rλ(A)φ =

n∑
k=1

ξkRλ(A)hk =

n∑
k=1

ξkhk
αk − λ



Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â.Í. Êàðàçiíà, 922 (2010) 23

m(λ) = 1/c+ < Rλ(A)φ,φ >= 1/c+
n∑

k=1

|ξk|2

αk − λ
.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð g èç H, ïóñòü {νk}n1 − åãî êîîðäèíàòû â
áàçèñå {hk}n1 . Òîãäà

Rλ(A)g =

n∑
k=1

νkhk
αk − λ

è < Rλ(A)g, φ >=

n∑
k=1

νkξk
αk − λ

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëó (3), ìû îëó÷èì, ÷òî

Rλ(B)g =

n∑
k=1

νkhk
αk − λ

−
(
∑n

k=1
νkξk
αk−λ)(

∑n
k=1

ξkhk
αk−λ)

1/c+
∑n

k=1
|ξk|2
αk−λ

. (6)

Ïðåîáðàçîâàâ âûðàæåíèå (6), ìû ïîëó÷èì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè 1
αk−λ â

÷èñëèòåëå ýòîé äðîáè ðàâåí

νkhk|ξk|2
n∏

i=1
i̸=k

(αi − λ)− νkξkξkhk

n∏
i=1
i ̸=k

(αi − λ) ≡ 0.

Òî åñòü, ÷èñëèòåëü äðîáè (6) íå èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ αk (1 6 k 6 n).
Â ýòèõ òî÷êàõ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è çíàìåíàòåëü äðîáè. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè â òî÷êàõ αk çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâåí 0, òî |ξk|2 = 0, à ýòî íå òàê.

Òàêèì îáðàçîì, îñîáåííîñòÿìè äðîáè (4) ìîãóò áûòü ëèøü òå λ, ïðè
êîòîðûõ m(λ) = 1/c+ < Rλ(A)φ,φ >= 0, ïðè÷åì ÷èñëà {αk}n1 , 1 6 k 6 n íå
ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ýòîãî âûðàæåíèÿ.
�

Çàìå÷àíèå 1 Åñëè âåêòîð φ èç (1) íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
òî åñòü, ∃hk : < φ, hk >= 0, ãäå Ahk = αkhk, òî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî
Bhk = Ahk + c < hk, φ > φ = Ahk = αkhk. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå αk îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà B.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò ñïåêòð îïåðàòîðà B âèäà (1).

Òåîðåìà 2 Ïóñòü îïåðàòîð A − ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ
ïðîñòûì ñïåêòðîì, äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå; {αi}n1 −
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ;
B − îïåðàòîð âèäà (1), < φ, hk > ̸= 0, k = 1, . . . , n. Òîãäà ñïåêòð îïåðàòîðà
B − ïðîñòîé è ñîáñòâåííûå ÷èñëà {βi}n1 (β1 < β2 < . . . < βn) îïåðàòîðà B
ïåðåìåæàþòñÿ ñ ÷èñëàìè α1 . . . αn, òî åñòü, íà êàæäîì èíòåðâàëå (αk, αk+1)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà B, ïðè÷åì ïðè
c > 0 : α1 < β1 < . . . < αn < βn, à ïðè c < 0 : β1 < α1 < . . . < βn < αn.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ÷èñëà β1 . . . βn
ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèèm(λ). Òàê êàêm(λ) − íåâàíëèííîâñêàÿ ôóíêöèÿ,
òî β1 . . . βn − âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äàëüøå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ
m(λ) ïðè âåùåñòâåííîì àðãóìåíòå:

m(x) = 1/c+

n∑
k=1

|ξk|2

αk − x
. (7)

Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (αk, αk+1). Ïðè x → αk + 0 âñå ñëàãàåìûå, êðîìå
|ξk|2
αk−x , â âûðàæåíèè (7) ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó, à |ξk|2

αk−x → −∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, limx→αk+0m(x) = −∞. Àíàëîãè÷íî, limx→αk+1−0m(x) =
+∞.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè m(x) íà èíòåðâàëå (αk, αk+1):

m′(x) =
n∑

k=1

|ξk|2

(αk − x)2
> 0, ∀x ∈ (αk, αk+1).

Ôóíêöèÿ m(x) íåïðåðûâíà íà (αk, αk+1). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ m(x)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ −∞ íà +∞ è íåïðåðûâíà íà ýòîì èíòåðâàëå. À ýòî
çíà÷èò, ÷òî íà ýòîì èíòåðâàëå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
m(x) = 0. È ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî k : 1 6 k 6 n− 1.

Òàê êàê limx→∞m(x) = 1/c, òî ïðè c > 0 : α1 < β1 < . . . < αn < βn, à ïðè
c < 0 : β1 < α1 < . . . < βn < αn.
�

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê òåîðåìå 2.

Òåîðåìà 3 (Ë¼âíåðà [6]). Ïóñòü äàíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà
β1, β2, . . . , βn òàêèå, ÷òî α1 < β1 < . . . < αn < βn, ãäå {αi}n1 − ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â n−ìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð P ðàíãà 1:
Ph = c < h, φ > φ, ãäå h − ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç H, φ ∈ H, c − ñêàëÿð,
c > 0, òàêîé, ÷òî ÷èñëà {βi}n1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà
B = A+ P .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì â êà÷åñòâå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå
H ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A. Ïóñòü (ξ1, ξ2, . . . , ξn) − êîîðäèíàòû
èñêîìîãî âåêòîðà φ â ýòîì áàçèñå. Òîãäà ÷èñëà β1, β2, . . . , βn áóäóò êîðíÿìè
óðàâíåíèÿ

1/c+
n∑

k=1

|ξk|2

αk − λ
= 0 .

Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì
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îáðàçîì:

1/c+

n∑
k=1

|ξk|2

αk − λ
=

1

c

Pn(λ)∏n
k=1(αk − λ)

,

ãäå Pn(λ) − ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Òàê êàê êîðíÿìè ýòîãî âûðàæåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà β1, β2, . . . , βn, òî Pn(λ) =

∏n
k=1(βk − λ). Çíà÷èò,

1/c+

n∑
k=1

|ξk|2

αk − λ
=

1

c

n∏
k=1

βk − λ

αk − λ
= 1/c+

n∑
k=1

1
cσk

αk − λ
,

ãäå σk − íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå äàííûì
ðàâåíñòâîì.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè 1
αk−λ : 1 6 k 6 n, ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

|ξ1|2 = 1
cσ1

. . .
|ξn|2 = 1

cσn

.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî c > 0, òîãäà èç ýòîé ñèñòåìû ëåãêî íàéòè
ξk : 1 6 k 6 n, ïðàâäà, íååäèíñòâåííûì îáðàçîì.
�

Çàìå÷àíèå 2 Äëÿ ñëó÷àÿ c < 0 è β1 < α1 < . . . < βn < αn íóæíî ïðèìåíèòü
òåîðåìó ê îïåðàòîðó −B = −A+P è ê ÷èñëàì −αn < −βn < . . . < −α1 < −β1.

3. Îáîáùåíèå òåîðåìû Ë¼âíåðà íà ñëó÷àé îïåðàòîðà â áåñêîíå÷-

íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

ÏóñòüA− ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíèçó îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
H, ñïåêòð êîòîðîãî ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê åäèíè÷íîé
êðàòíîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {αk}∞1 ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A, êîòîðûå çàíóìå-
ðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî åñòü α1 < α2 < α3 < . . . [9, c. 273].

Ïóñòü îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì îïåðàòîðà A âèäà (1). Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1 ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà B èìååò âèä (3), ïðè÷åì îñîáåííîñòè
ðåçîëüâåíòû Rλ(B) ìîãóò áûòü ëèøü ÷èñëà {αk}∞1 è íóëè âûðàæåíèÿ

m(λ) = 1/c+ < Rλ(A)φ,φ >= 0 .

Êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà H áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âåêòîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ φ ∈ H, òî åñòü, φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5)
ñ k = 1, 2, . . .. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëà {αk}∞1 íå ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè
ðåçîëüâåíòû Rλ(B).
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Ëåììà 2 Îñîáåííîñòÿìè Rλ(B), ãäå B èìååò âèä (1), ìîãóò áûòü ëèøü
òå λ, ïðè êîòîðûõ m(λ) = 0, ãäå m(λ) èìååò âèä (4).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå H áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îïåðàòîðà A, òî åñòü áàçèñ {hk}∞1 , òàêîé ÷òî Ahk = αkhk, k = 1,∞.
Ïóñòü {ξk}∞1 − êîîðäèíàòû âåêòîðà φ â ýòîì áàçèñå, òî åñòü φ =

∑∞
i=1 ξihi,

ïðè÷åì ξi ̸= 0, i = 1,∞. Òàê êàê Ahk = αkhk, òî (A − λI)hk = (αk − λ)hk.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî λ èç C, λ ̸= αk, k = 1,∞, èìååì: Rλ(A)hk = hk

αk−λ .

Ñëåäîâàòåëüíî, Rλ(A)φ =
∑∞

k=1 ξkRλ(A)hk =
∑∞

k=1
ξkhk
αk−λ , < Rλ(A)φ,φ >=∑∞

k=1
|ξk|2
αk−λ . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå n è ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

èç H âèäà gn =
∑n

k=1 νihi; νi ∈ C − êîîðäèíàòû âåêòîðà â áàçèñå {hk}∞1 .
Òîãäà:

Rλ(B)gn =

n∑
k=1

νk
αk − λ

hk −

(∑n
k=1

νkξk
αk−λ

)(∑∞
k=1

ξk
αk−λhk

)
1/c+

∑∞
k=1

|ξk|2
αk−λ

. (8)

Ïðåîáðàçîâàâ âûðàæåíèå (8), ïîëó÷èì:

Rλ(B)gn =

(∑n
k=1

νk
αk−λhk

)(
1
c

∏n
k=1(αk − λ) +

∑n
k=1

|ξk|2
αk−λ

∏n
i=1(αi − λ)

)
1
c

∏n
k=1(αk − λ) +

∑∞
k=1

|ξk|2
αk−λ

∏n
i=1(αi − λ)

+

(∑n
k=1

νk
αk−λhk

)(∑∞
k=n+1

|ξk|2
αk−λ

∏n
i=1(αi − λ)

)
1
c

∏n
k=1(αk − λ) +

∑∞
k=1

|ξk|2
αk−λ

∏n
i=1(αi − λ)

−

(∑n
k=1

νkξk
αk−λ

∏n
i=1(αi − λ)

)∑n
k=1

ξk
αk−λhk

1
c

∏n
k=1(αk − λ) +

∑∞
k=1

|ξk|2
αk−λ

∏n
i=1(αi − λ)

−

(∑n
k=1

νkξk
αk−λ

∏n
i=1(αi − λ)

)∑∞
k=n+1

ξk
αk−λhk

1
c

∏n
k=1(αk − λ) +

∑∞
k=1

|ξk|2
αk−λ

∏n
i=1(αi − λ)

.

Êîýôôèöèåíò ïðè 1
αk−λ â ÷èñëèòåëå ýòîé äðîáè ðàâåí íóëþ, -

νkhk|ξk|2
n∏

i=1
i̸=k

(αi − λ)− νkξkhkξk

n∏
i=1
i̸=k

(αi − λ) ≡ 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëèòåëü äðîáè (8) íå èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ
αk, 1 6 k 6 n. Â ýòèõ òî÷êàõ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è çíàìåíàòåëü äðîáè.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â òî÷êàõ αk çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâåí íóëþ, òî:

n∑
i=1

|ξi|2

αi − αk

n∏
i=1

(αi − αk) +
∞∑

i=n+1

|ξi|2

αi − αk

n∏
i=1

(αi − αk) = 0 .
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Ñëåäîâàòåëüíî, |ξk|2 = 0, íî ξk ̸= 0, k = 1,∞. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n è ∀k (1 6 k 6 n), äëÿ ëþáîãî âåêòîðà gn =

∑n
i=1 νihi òî÷êà αk

íå ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ Rλ(B)gn. Òàê êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ gn ïëîòíî
â H, òî Rλ(B) íå èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ αk, k = 1,∞.

Òàêèì îáðàçîì, îñîáåííîñòÿìè ðåçîëüâåíòû Rλ(B) ìîãóò áûòü ëèøü òå λ,
ïðè êîòîðûõ m(λ) = 1/c+ < Rλ(A)φ,φ >= 0, ïðè÷åì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
{αk}∞1 îïåðàòîðà A íå ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ýòîãî âûðàæåíèÿ.
�

Äîêàæåì àíàëîã òåîðåìû 2.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü îïåðàòîð A − ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëóîãðàíè-
÷åííûé ñíèçó îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ñïåêòð êîòîðîãî ïðîñò è ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî
÷èñëà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, {αi}∞i=1, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
Ïóñòü îïåðàòîð B − èìååò âèä (1). Òîãäà ñïåêòð îïåðàòîðà B ñîñòîèò èç
ñ÷åòíîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, è ñîáñòâåííûå ÷èñëà {βi}∞i=1 îïåðàòîðà
B áóäóò ïåðåìåæàòüñÿ ñ ÷èñëàìè {αi}∞i=1, òî åñòü íà êàæäîì èíòåðâàëå
(αk, αk+1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà B,
ïðè÷åì åñëè c > 0, òî α1 < β1 < α2 < β2 < . . ., à ïðè c < 0, ñîîòâåòñòâåííî
β1 < α1 < β2 < α2 < . . ..

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×èñëà {βi}∞i=1 ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè m(λ).
Òàê êàê m(λ) èìååò âèä (4), òî m(βi) = 0, ôóíêöèÿ m(λ) − íåâàíëèííîâñêàÿ
ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî {βi}∞i=1 âåùåñòâåííûå äëÿ ëþáîãî i = 1,∞. Ïîýòîìó
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ m(λ) ïðè âåùåñòâåííîì àðãóìåíòå

m(x) = 1/c+

∞∑
k=1

|ξk|2

αk − x

Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (αk, αk+1). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè x → αk + 0 ðÿä∑∞
i=1

|ξi|2
αi−x → −∞, à ïðè x → αk+1 − 0 ðÿä

∑∞
i=1

|ξi|2
αi−x → +∞.

Äåéñòâèòåëüíî, ðÿä
∑∞

i=1 |ξi|2 − ñõîäèòñÿ, òàê êàê
∑∞

i=1 |ξi|2 = ∥φ∥2. Ïðè
x → αk + 0 ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå r, r > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ̸= k :
|αi − x| > r. Ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî çàïèñàòü îöåíêó:

∞∑
i=1
i̸=k

|ξi|2

|αi − x|
<

∞∑
i=1
i ̸=k

|ξi|2

r
<

1

r

∞∑
i=1

|ξi|2 =
∥φ∥2

r
.

Ïîýòîìó ðÿä
∞∑
i=1
i̸=k

|ξi|2
|αi−x| ñõîäèòñÿ ïðè x → αk + 0. Äàëåå

∞∑
i=1

|ξi|2

αi − x
=

∞∑
i=1
i̸=k

|ξi|2

|αi − x|
+

|ξi|2

αk − x
. (9)
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Ïðè x → αk + 0 ïåðâîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (9) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë,
à âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê −∞. Ïîýòîìó ïðè x → αk + 0 ðÿä∑∞

i=1
|ξi|2
αi−x → −∞.

Â ñëó÷àå x → αk+1 − 0 ïðè ïîìîùè àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ïîëó÷àåì,

÷òî ðÿä
∑∞

i=1
|ξi|2
αi−x → +∞.

Ïîêàæåì, ÷òî íà èíòåðâàëå (αk, αk+1)ôóíêöèÿm(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïðîèçâîëüíûå 2 òî÷êè x1 è x2 èç èíòåðâàëà

(αk, αk+1) òàêèå, ÷òî x1 < x2. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî i = 1,∞ : |ξi|2
αi−x1

< |ξi|2
αi−x2

,
òî m(x1) < m(x2). Êðîìå òîãî ôóíêöèÿ m(x) íåïðåðûâíà íà (αk, αk+1).

Èòàê, ôóíêöèÿ m(x) íà (αk, αk+1) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò −∞ äî +∞
è íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó íà ýòîì èíòåðâàëå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ m(x) = 0. È ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî k : k = 1,∞.
�

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü âîçìóùåííûé îïåðàòîð ïî
åãî ñïåêòðó è ïî ñïåêòðó èñõîäíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü äàíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà {βi}∞1 òàêèå, ÷òî α1 < β1 < α2 <
β2 < . . ., ãäå {αi}∞1 − ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðàA, äåéñòâóþùåãî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, αk → ∞ ïðè k → ∞. Òîãäà, åñëè {αi}∞1 è {βi}∞1 òàêèå, ÷òî
ðÿä

∞∑
i=1

(βi − αi) < ∞, (10)

òî ñóùåñòâóåò îäíîìåðíûé îïåðàòîð P òàêîé, ÷òî Ph = c < h, φ > φ, ãäå
h − ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç H, φ − âåêòîð èç H, c − âåùåñòâåííûé ñêàëÿð,
c > 0, òàêîé, ÷òî ÷èñëà {βi}∞1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà
B = A+ P .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì â êà÷åñòâå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå
H ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A. Ïóñòü {ξi}∞1 − êîîðäèíàòû èñêîìîãî
âåêòîðà φ â ýòîì áàçèñå. Òîãäà ÷èñëà {βi}∞1 áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

m(βi) = 0, i = 1,∞. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèþ m(λ) = 1/c+
∑∞

k=1
|ξk|2
αk−λ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå,

m(λ) = 1/c+
∞∑
k=1

|ξk|2

αk − λ
=

1

c

∞∏
i=1

βi − λ

αi − λ
. (11)

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå
∏∞

i=1
βi−λ
αi−λ ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé

ôóíêöèåé â C \{αk}∞1 . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå∏∞
i=1

βi−λ
αi−λ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè ëþáîì λ ∈ C, λ ̸= αi, i = 1,∞.

Òàê êàê βi−λ
αi−λ = 1 + βi−αi

αi−λ , òî ñõîäèìîñòü
∏∞

i=1
βi−λ
αi−λ ýêâèâàëåíòíà

ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

i=1
βi−αi

αi−λ .
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Ïðè ëþáîì λ ̸= αi, i = 1,∞, ∃r(λ) = inf
i
|λ − αi| > 0 (ò.ê. {αi}∞1 íå

èìåþò êîíå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣βk−αk
αk−λ

∣∣∣ < βk−αk
r , k = 1,∞.

Ïîýòîìó
∣∣∣∑∞

i=1
βi−αi

αi−λ

∣∣∣ < 1
r

∑∞
i=1(βi − αi) < ∞ â ñèëó (10).

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ m(λ) â âèäå:

1/c+

∞∑
k=1

|ξk|2

αk − λ
= Ψ(λ)

∞∏
i=1

βi − λ

αi − λ
,

ãäå Ψ(λ) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ â C.
Óñòðåìèì λ → −∞. Ôóíêöèÿ 1/c +

∑∞
k=1

|ξk|2
αk−λ → 1

c , ïðîèçâåäåíèå∏∞
i=1

βi−λ
αi−λ → 1, ïîýòîìó Ψ(−∞) = 1

c . Êðîìå òîãî èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Ψ(λ) =
1/c+

∑∞
k=1

|ξk|2
αk−λ∏∞

i=1
βi−λ
αi−λ

,

ïîýòîìó Ψ(λ) íå èìååò îñîáåííîñòåé â C, òàê êàê â òî÷êàõ {αi}∞1 è {βi}∞1
îñîáåííîñòè íîñÿò óñòðàíèìûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó Ψ(λ) ≡ 1

c .

Îáîçíà÷èì

F (λ) =
1

c

∞∏
i=1

(
βi − λ

αi − λ

)
−

∞∑
k=1

|ξk|2

αk − λ
. (12)

×òîáû êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ãîëîìîðôíàÿ â C ôóíêöèÿ F (λ) áûëà êîíñòàí-
òîé, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ åå îãðàíè÷åííîñòè. Ïîòðåáóåì ÷òîáû
ôóíêöèÿ F (λ) â òî÷êàõ {αi}∞1 è â ∞ èìåëà óñòðàíèìûå îñîáåííîñòè. Òî
åñòü, resαk

F (λ) = 0, k = 1,∞.

resαk
F (λ) = lim

λ→αk

F (λ)(λ−αk) = lim
λ→αk

([
1

c

∞∏
i=1

βi − λ

αi − λ
−

∞∑
i=1

|ξi|2

αi − λ

]
(λ− αk)

)

= lim
λ→αk

− 1

c

∞∏
i=1
i̸=k

βi − λ

αi − λ
(βk − λ) + |ξk|2 = 0, k = 1,∞

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

|ξ1|2 = 1
c (β1 − α1)

∞∏
i=1
i̸=1

βi−α1

αi−α1

|ξ2|2 = 1
c (β2 − α2)

∞∏
i=1
i̸=2

βi−α2

αi−α2

. . .

. (13)
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Âåêòîð φ, êîîðäèíàòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (13), äîëæåí
ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó H, ïîýòîìó íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

óñëîâèå:
∞∑
k=1

|ξk|2 < ∞. Òî åñòü ðÿä
∑∞

k=1
1
c (βk − αk)

∞∏
i=1
i ̸=k

βi−αk
αi−αk

äîëæåí

ñõîäèòüñÿ.

Ñõîäèìîñòü
∞∏
i=1
i̸=k

βi−αk
αi−αk

ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
i=1
i̸=k

βi−αi

αi−αk
. Ïðè ëþáûõ

αi, αj , i = 1,∞, j = 1,∞, ∃r = inf
i,j

|αi − αj | > 0 (ò.ê. {αi}∞1 íå èìåþò

êîíå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣ βi−αi

αi−αk

∣∣∣ < βi−αi

r , i = 1,∞.

Ïîýòîìó ðÿä
∞∑
i=1
i̸=k

βi−αi

αi−αk
ìîæîðèðóåòñÿ ðÿäîì 1

r

∑∞
i=1(βi−αi), êîòîðûé ñõîäèòñÿ

â ñèëó (10).

Ïîýòîìó
∞∑
i=1

|ξi|2 ≤
M

c

∞∑
i=1

(βi − αi) < ∞,

ãäå M = max{
∞∏
i=1
i ̸=k

βi−αk
αi−αk

, k > 0}.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (10) îáà ñëàãàåìûõ â (12) èìåþò
ñìûñë è F (λ) ãîëîìîðôíà â C, à òàê êàê F (λ) îãðàíè÷åíà íà∞ è F (−∞) = 1

c ,
òî F (λ) ≡ 1

c .

Âçÿâ ïðîèçâîëüíîå c > 0, íàéäåì {ξi}∞1 èç ñèñòåìû (13).

Äëÿ c < 0 ðàññóæäåíèÿ íîñÿò àíàëîãè÷íûé õàðàêòåð.
�

Â çàêëþ÷åíèè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè âîçìóùåíèÿ
ïðîñòîãî ñïåêòðà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A äëÿ ñëó÷àÿ íåäèñêðåòíîãî
ñïåêòðà òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé (ñì., íàïð., [10]).
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