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Ìû èçó÷àåì ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè f(z) â C∗ = C\{0}, äëÿ
êîòîðûõ ñåìåéñòâî {f(λz)}λ∈C∗ íîðìàëüíîå. Òàêèå ôóíêöèè (ïðè
äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè � íàëè÷èå ïîëþñà èëè óñòðàíèìîé
îñîáåííîñòè â íóëå) èçó÷àë À. Îñòðîâñêèé. Ìû îáîáùèëè íåêîòîðûå
òåîðåìû Îñòðîâñêîãî, à òàêæå äîêàçàëè íîâûå ñâîéñòâà íîðìàëüíûõ
ôóíêöèé â C∗.

Ðàä÷åíêî Ë.Ä., Àíàëiòè÷íi ôóíêöiϊ ó ïëîùèíi ç âèëó÷åíèì

ïî÷àòêîì êîîðäèíàò. Ìè âèâ÷àϵìî ìåðîìîðôíi ôóíêöiϊ f(z) ó
C∗ = C\{0}, äëÿ ÿêèõ ñiìåéñòâî {f(λz)}λ∈C∗ íîðìàëüíå. Òàêi ôóíêöiϊ
(ïðè äîäàòêîâîìó îáìåæåííi � íàÿâíiñòü ïîëþñà àáî ïåðåáîðíîϊ
îñîáëèâîñòi ó íóëi) âèâ÷àâ À. Îñòðîâñüêèé. Ìè óçàãàëüíèëè äåÿêi
òåîðåìè Îñòðîâñüêîãî, à òàêîæ äîâåëè íîâi âëàñòèâîñòi íîðìàëüíèõ
ôóíêöié ó C∗.

L.D. Radchenko, Analytic functions in a punctured plane. We
study meromorphic functions f(z) in C∗ = C\{0}, for which the family
{f(λz)}λ∈C∗ is normal. Such functions (with additional restriction, namely,
presence of a pole or removable singularity in zero) were studied by
A. Ostrovsky. We have generalized some him theorems and also have
proved new properties of normal functions in C∗.

2000 Mathematics Subject Classi�cation 30D45.

1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, òàê
íàçûâàåìûå íîðìàëüíûå ôóíêöèè. Ýòî òàêèå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè
f : Ω → C, ÷òî ñåìåéñòâî {(f ◦ ψ)(z)}, ãäå ψ ïðîáåãàåò ãðóïïó âñåõ
êîíôîðìíûõ èçîìîðôèçìîâ îáëàñòè Ω, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Äðóãèìè
ñëîâàìè, èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî
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âûáðàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà êîìïàêòàõ â îáëàñòè Ω ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ïðè ýòîì â C ðàññìàòðèâàåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ìåòðèêà.

Åñëè â Ω ââåäåíà ìåòðèêà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âñåõ êîíôîðìíûõ
èçîìîðôèçìîâ, òî íîðìàëüíûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ìîæíî îïèñàòü êàê
ãîëîìîðôíûå è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ èç Ω â C.

Êëàññ íîðìàëüíûõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íàõîäèò ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷-
íûõ ðàçäåëàõ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè Íåâàíëèííû
([1], [3], [4], [5], [6], [7], [10]). Òàê, â ðàáîòàõ [2], [5] è [6] èçó÷àëèñü ñâîéñòâà
íîðìàëüíûõ ôóíêöèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â ðàáîòå [6] áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ôóíêöèè ïåðâîé êàòåãîðèè. Â ðàáîòå [5] áûë äîêàçàí
êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ýòîìó êëàññó, â ðàáîòå [2]
áûëî ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå íîðìàëüíûõ ôóíêöèé ïåðâîé êàòåãîðèè â
òåðìèíàõ åå íóëåé è ïîëþñîâ, à òàêæå íàéäåíû íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ íîðìàëüíûõ ôóíêöèé ïåðâîé êàòåãîðèè
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîãî æå êëàññà.

Íîðìàëüíûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè â åäèíè÷íîì êðóãå èçó÷àëèñü, â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [3]. Ïðè ýòîì áûëè îïèñàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà
ýòèõ ôóíêöèé è ïîëó÷åí êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â
òåðìèíàõ åå ñôåðè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé.

Ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ êëàññà íîðìàëüíûõ ôóíêöèé, à òàêæå åãî ïîäêëàñ-
ñû ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [8].

Â äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì íîðìàëüíûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè â C∗ =
= C\{0}.

Òàêèå ôóíêöèè (ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè � íàëè÷èå ïîëþñà
èëè óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè â íóëå) ïîëíîñòüþ îïèñàë À. Îñòðîâñêèé
(ñì. [9]). Êàê îòìåòèë áåç äîêàçàòåëüñòâà À. Åðåìåíêî (ñì. [1]), íåêîòîðàÿ
ìîäèôèêàöèÿ êîíñòðóêöèè Îñòðîâñêîãî ïîçâîëÿåò îïèñàòü âñå íîðìàëüíûå
ôóíêöèè â C∗.

Â íàøåé ðàáîòå â êà÷åñòâå ìåòðèêè â C∗ ìû èñïîëüçóåì ìåòðèêó

ds =
|dz|
|z|

, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîíôîðìíûõ èçîìîðôèçìîâ

{z → λz}λ∈C∗ . ×åðåç d(z, w) îáîçíà÷àåì ðàññòîÿíèå â ýòîé ìåòðèêå. B(z, r) �
êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå z ðàäèóñà r â ýòîé ìåòðèêå. Â îáðàçå, ò.å. â çàìêíóòîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, âñåãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ìåòðèêà

ρS =
|Z −W |√

1 + |Z|2
√

1 + |W |2
.

Íà ìíîæåñòâå ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â Ω âñåãäà, åñëè íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà êîìïàêòàõ â Ω. Ïðè
ïðîâåðêå íîðìàëüíîñòè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â C∗ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
àâòîìîðôèçìàìè λn → 0 èëè λn → ∞, ò.ê. åñëè λn → λ0 ̸= 0,∞, òî
âñåãäà f(λnz) → f(λ0z). Óñëîâèìñÿ òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ â C∗ èìååò íåñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü â íóëå (áåñêîíå÷íîñòè),
åñëè îíà èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü èëè ïîëþñ â íóëå (ñîîòâåòñòâåííî íà
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áåñêîíå÷íîñòè). Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå z → 1

z
ñîõðàíÿåò íîðìàëüíîñòü

è ìåíÿåò ìåñòàìè îñîáåííîñòè â íóëå è áåñêîíå÷íîñòè, òî ïðè èçó÷åíèè
õàðàêòåðà îñîáåííîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îñîáåííîñòüþ
â íóëå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è
íîðìàëüíîãî åñòü ãîëîìîðôíîå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç C∗

â C è ïîýòîìó òàêæå íîðìàëüíà.

Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1. Åñëè íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â C∗ â íåêîòîðîì êðóãå ñ âûêîëîòûì

öåíòðîì {z : 0<|z|<ε} âûïóñêàåò õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå, òî îíà èìååò

â íóëå íåñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü (ò.å. ïîëþñ èëè óñòðàíèìóþ îñîáåí-

íîñòü).

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â C∗ è f(z) ̸= a ïðè 0<|z|<ε,
f(z) ̸= b ïðè

1

ε′
<|z|<∞, ãäå a, b âîçìîæíî îäèíàêîâûå òî÷êè èç C, òî f(z) �

ðàöèîíàëüíà.

Â äàëüíåéøèõ òåîðåìàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(z) íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
â C∗ ñ íóëÿìè {an} è ïîëþñàìè {bn}, ïðè÷åì {an} è {bn} ÿâëÿþòñÿ
ìóëüòèìíîæåñòâàìè, ò.å. êàæäàÿ òî÷êà ìîæåò èìåòü êîíå÷íóþ êðàòíîñòü,
ñîâïàäàþùóþ ñ êðàòíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî íóëÿ èëè ïîëþñà.

Ñëåäóþùèå òðè òåîðåìû îïèñûâàþò ñâîéñòâà íîðìàëüíûõ ôóíêöèé â
C∗. Îíè áûëè äîêàçàíû À.Îñòðîâñêèì [9] äëÿ íîðìàëüíûõ ôóíêöèé â
C∗, èìåþùèõ â íóëå íåñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü è ñôîðìóëèðîâàíû áåç
äîêàçàòåëüñòâà â îáùåì ñëó÷àå À. Åðååíêî [1]. Â íàøåé ðàáîòå áóäåò
ïðèâåäåíî ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííûõ òåîðåì.

Òåîðåìà 2. Âåëè÷èíà |card{k : ak ∈ Γ(r1, r2)} − card{k : bk ∈ Γ(r1, r2)}|
îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî ïî 0 < r1 < r2 <∞.

Òåîðåìà 3. Âåëè÷èíà card{k : ak ∈ Γ(r, 2r)} + card{k : bk ∈ Γ(r, 2r)}
îãðàíè÷åíà äëÿ âñåõ r > 0.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü òàêæå ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåì âèäå.
Òåîðåìà 3*. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ C∗, îãðàíè÷åííîãî â ìåòðèêå
|dz|
|z| , âåëè÷èíà card{k : ak ∈ E} + card{k : bk ∈ E} îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé,

çàâèñÿùåé îò äèàìåòðà E â ýòîé ìåòðèêå.

Òåîðåìà 4. Âåëè÷èíà infk,l

∣∣∣∣akbl − 1

∣∣∣∣ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.

Èëè, â òåðìèíàõ ìåòðèêè d:

Òåîðåìà 4*. Âåëè÷èíà infk,l d(ak, bl) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f � íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè λn ∈ C∗ λn → 0 (èëè λn → ∞) ôóíêöèè f(λnz) ñõîäÿòñÿ ê

ôóíêöèè g(z). Òîãäà g(z) òàêæå íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Äàëåå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ìíîæåñòâî
ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î
ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé íîðìàëüíîé ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü ñðåäè ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé ñåìåéñòâà {f(λz)} ïðè

λ → 0 è λ → ∞ íåò òîæäåñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

δ > 0 ñóùåñòâóåò Cδ òàêîå, ÷òî ïðè z ̸∈ ∪nB(bn, δ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|f(z)| 6 Cδ.

Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó ê ôóíêöèè
1

f
, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6*. Ïóñòü ñðåäè ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé ñåìåéñòâà {f(λz)} ïðè

λ → 0 è λ → ∞ íåò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0
ñóùåñòâóåò Cδ òàêîå, ÷òî ïðè z ̸∈ ∪nB(an, δ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(z)| > 1

Cδ
.

Ñëåäóÿ [6], ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ôóíêöèþ f : C∗ → C íàçîâåì íîðìàëüíîé ïåðâîé êàòåãîðèè, åñëè ñðåäè
ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé ñåìåéñòâà {f(λz)}λ∈C∗ íåò êîíñòàíò. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå íàçîâåì ýòó ôóíêöèþ íîðìàëüíîé âòîðîé êàòåãîðèè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü äëÿ A-òî÷åê ôóíêöèè f , ò.å.

êîðíåé óðàâíåíèÿ f(z)−A = 0 (èëè â ñëó÷àå A ≡ ∞ óðàâíåíèÿ
1

f(z)
= 0).

Òåîðåìà 7. Åñëè f � íîðìàëüíàÿ ïåðâîé êàòåãîðèè, òî äëÿ âñåõ A ∈ C
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ r > 0 â êîëüöå {r < |z| <
< Kr} åñòü A-òî÷êà f(z).

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 1 èç ðàáîòû [5] äëÿ
íîðìàëüíûõ â C∗ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 8. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f â C∗ ÿâëÿëàñü

íîðìàëüíîé ïåðâîé êàòåãîðèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî

δ > 0 âûïîëíÿëèñü óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 6 è 6*, à åå íóëè è ïîëþñû

óäîâëåòâîðÿëè òåîðåìàì 2, 3, 4 è 7.

Ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ ôóíêöèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò è íå áûòü
íîðìàëüíîé ôóíêöèåé. Ïóñòü, íàïðèìåð, f1(z) = z, f2(z) � ëþáàÿ
íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé åñòü êîðíè αn → ∞ è ïîëþñû βn → ∞
(ïîñòðîèòü òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå À. Îñòðîâ-
ñêîãî èç [9], [1]). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî f2(αnz) → g(z)
ïðè n → ∞. Î÷åâèäíî, g(z) ̸≡ 0. C äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðîèçâåäåíèå
f1(αnz)f2(αnz) èìååò ïðåäåë h(z) ïðè n → ∞, òî h(1) = 0. Â òî æå âðåìÿ,
äëÿ ëþáîãî z ∈ C òàêîãî, ÷òî g(z) ̸= 0, èìååì h(z) = ∞. Çíà÷èò, h(z)
íå ìîæåò áûòü ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé. Òåì íå ìåíåå, äëÿ íîðìàëüíûõ
ôóíêöèé ïåðâîé êàòåãîðèè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü f1, f2 � íîðìàëüíûå ôóíêöèè ïåðâîé êàòåãîðèè. Òîãäà

äëÿ òîãî, ÷òîáû èõ ïðîèçâåäåíèå f1f2 áûëî íîðìàëüíûì, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó íóëÿìè è ïîëþñàìè ýòîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ áûëî ðàâíîìåðíî îòãðàíè÷åíî îò íóëÿ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå

âåðíî äëÿ ôóíêöèè
f1
f2
.

Ïîëíîå îïèñàíèå íîðìàëüíûõ ôóíêöèé â âèäå áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé
ïî íóëÿì è ïîëþñàì, äàííîå À. Åðåìåíêî â [1] áåç äîêàçàòåëüñòâà, áóäåò ñ
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ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì ïðèâåäåíî âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû.

Ìåòðèêà
|dz|
|z| â C∗

Ðàññìîòðèì â C∗ ìåòðèêó ds =
|dz|
|z|

, òàê ÷òî ds2 =
du2 + dv2

u2 + v2
. Äëèíà êðèâîé

(u1 = u1(t), u2 = u2(t)), t ∈ (t0, t1), â ýòîé ìåòðèêå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

l(t0, t1) =

∫ t1

t0

√√√√∑
i,j

gij
dui

dt

duj

dt
dt,

ãäå gij � ýëåìåíòû ìàòðèöû

( 1
u2+v2

0

0 1
u2+v2

)
ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé

ôîðìû.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ëó÷è,
èñõîäÿùèå èç íåãî, â ýòîé ìåòðèêå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(a, b)� ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè a è b â ýòîé ìåòðèêå.
Åñëè òî÷êè a, b ðàñïîëîæåíû íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íóëå, òî
d(a, b) = | arg a − arg b|, ïðè ýòîì arg a, arg b òàêèå, ÷òî | arg a − arg b| < 2π.

Åñëè æå îíè ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ëó÷å, òî d(a, b) =

∣∣∣∣ln |b|
|a|

∣∣∣∣. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê a, b ∈ C∗

max

{∣∣∣∣ln |b|
|a|

∣∣∣∣ , | arg a− arg b|
}
< d(a, b) <

∣∣∣∣ln |b|
|a|

∣∣∣∣+ | arg a− arg b| (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(r,R) � îòêðûòîå êîëüöî {z ∈ C : r<|z|<R}, ÷åðåç C
áåç èíäåêñîâ � ëþáûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûå, ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå

òîëüêî îò ôóíêöèè f èëè åå íóëåé è ïîëþñîâ. Äëÿ ε <
π

2
ïîëîæèì C(a, ε) =

= {z ∈ C∗ : arg a − ε < arg z < arg a + ε; |a|e−ε < |z| < |a|eε}. Èç (1) ñëåäóåò,
÷òî B(a, ε) ⊂ C(a, ε) ⊂ B(a, 2ε). Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, äèàìåòð

ìíîæåñòâà C(a, ε) â ìåòðèêå
|dz|
|z|

íå ïðåâîñõîäèò 4ε. Çíà÷èò, äèàìåòð B(a, ε)

â ýòîé ìåòðèêå òàêæå íå ïðåâîñõîäèò 4ε.

Îòìåòèì, ÷òî äèàìåòðû ìíîæåñòâ íå ìåíÿþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèÿõ
{z→λz}.

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà (1), íåðàâåíñòâà

max

{∣∣∣∣ln |z|
|w|

∣∣∣∣ , | arg z − argw|
}
<

∣∣∣Ln z
w

∣∣∣ < ∣∣∣∣ln |z|
|w|

∣∣∣∣+ | arg z − argw|

è íåðàâåíñòâà
1

2

∣∣∣ z
w

− 1
∣∣∣ 6 ∣∣∣Ln(1 + z

w
− 1)

∣∣∣ 6 ∣∣∣ z
w

− 1
∣∣∣ ,
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êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè
∣∣∣ z
w

− 1
∣∣∣ <

1

2
, ñëåäóåò, ÷òî îêðåñòíîñòü ëþáîé

òî÷êè z â ìåòðèêå d(z, w) ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâàìè âèäà
{
w :

∣∣∣ z
w

− 1
∣∣∣ < δ

}
,

δ∈
(
0,

1

2

)
. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìû 4 è 4* ýêâèâàëåíòíû.

Ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåì 3 è 3* ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîå îãðàíè÷åííîå
â ìåòðèêå |dz|

|z| ìíîæåñòâî ìîæíî âëîæèòü â êîëüöî âèäà Γ(r, ar), ãäå

| ln a|6diamE. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûìè ÷èñëîì êîëåö
âèäà Γ(r, 2r).

Äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : C∗ → C íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè

ñåìåéñòâî ôóíêöèé {f(λz)}λ∈C∗ � íîðìàëüíî, ò.å. èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ôóíêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî âûáðàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ

íà êîìïàêòàõ â C∗ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè ýòîì â C ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñôåðè÷åñêàÿ ìåòðèêà.

Çàìåòèì, ÷òî â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñîõðàíÿ-
åòñÿ ïðè çàìåíå Z, W íà 1

Z è 1
W è ÷òî äëÿ ëþáîãî R < ∞ è ëþáûõ òî÷åê

Z,W, |Z| < R, |W | < R èìååì: c|Z −W | 6 ρ(Z,W ) 6 C|Z −W | ñ íåêîòîðûìè
êîíñòàíòàìè c è C, çàâèñÿùèìè îò R.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ìåðîìîðôíûõ è íîð-
ìàëüíûõ ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò íîðìàëüíîñòü

ôóíêöèè.

Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå åñòü ãîìåîìîðôèçì
ñôåðû Ðèìàíà íà ñåáÿ. �
Ïðåäëîæåíèå 2. Ôóíêöèè f(z) è f(1z ) íîðìàëüíû îäíîâðåìåííî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè fn � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ èç ïðîèçâîëüíîé

îáëàñòè Ω ⊂ C∗ â C, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) fn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ Ω;

(2) ∀z0 ∈ Ω ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uz0 = {z : |z− z0|<δ} òàêàÿ, ÷òî â

íåé ëèáî ôóíêöèè fn(z), ëèáî f
−1
n (z) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî êàê îòîáðàæåíèÿ

èç Uz0 â C ñ Åâêëèäîâîé ìåòðèêîé â C.
Ýòî ñëåäóåò èç ñâÿçè ìåæäó ñôåðè÷åñêèì è Åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèÿìè.

�
Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü fn � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè â íåêîòîðîé îáëàñòè

Ω ⊂ C∗, ρ(fn(z), f(z)) → 0 íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ Ω. Òîãäà

ôóíêöèÿ f ìåðîìîðôíà.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü fn � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè â íåêîòîðîé îáëàñòè

Ω ⊂ C∗, ρ(fn(z), fm(z)) → 0 íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ Ω. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f â Ω (âîçìîæíî f ≡ ∞), ÷òî

ρ(fn(z), f(z)) → 0 íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ Ω.
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Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ C∗, è â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè èç íåå

ìîæíî âûäåëèòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ íà êîìïàêòàõ

â Ω.
Äîñòàòî÷íî, ïðèìåíÿÿ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ, ïîëó÷èòü ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè èç C∗, è âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäëîæåíèåì 3. �

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó 5.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µm} ⊂ C∗ è

ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè µm′ ôóíêöèè g(µm′z)
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îòíîñèòåëüíî ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè.
Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñõîäèìîñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êîìïàêòà K ⊂ C∗, à
ïîòîì âîñïîëüçîâàòüñÿ äèàãîíàëüíûì ïðîöåññîì. Ïî óñëîâèþ, äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî m, ρ(f(λnµmz), g(µmz)) → 0 ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî z ∈
K. Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü n(m) òàê, ÷òî ρ(f(λn(m)µmz), g(µmz)) 6
6 1

n ïðè z ∈ K. Òîãäà ρ(f(λn(m)µmz), g(µmz)) → 0 ïðè m → ∞
ðàâíîìåðíî íà K. Äàëåå, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn(m)µm âûáåðåì òàêóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òîáû f(λn(m′)µm′z) ñõîäèëàñü ê íåêîòîðîé ôóíêöèè
h(z) ðàâíîìåðíî íà K. Èç íåðàâåíñòâà
ρ(g(µm′z), h(z)) 6 ρ(g(µm′z), f(λn(m′)µm′z)) + ρ(f(λn(m′)µm′z), h(z)), ñëåäóåò,
÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(µm′z) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè g(z) ðàâíîìåðíî ïî
z ∈ K. �
Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü fn � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè â íåêîòîðîé îáëàñòè

Ω ⊂ C∗, ïðè÷åì fn → f ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â Ω. Òîãäà åñëè L �

çàìêíóòàÿ ñòÿãèâàåìàÿ â òî÷êó êðèâàÿ â Ω, f |L ̸= 0 è f |L ̸= ∞, òî

ñóùåñòâóåò N , òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ n > N âåðíî: pn ≡ p, qn ≡ q, ãäå pn è

qn � êîëè÷åñòâî íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèé fn(z), p è q � êîëè÷åñòâî íóëåé

è ïîëþñîâ ôóíêöèè f(z) âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé L.
Ýòî âåðíî è â ñëó÷àå, êîãäà L ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé êîëüöà â Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ãóðâèöà, íóëè è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëþñû

äîïðåäåëüíûõ ôóíêöèé ñòðåìÿòñÿ ê íóëÿì è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëþñàì
ïðåäåëüíîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ íóëåé è ïîëþñîâ f è âûáðàííîãî ε̃
ìîæíî íàéòè òàêîé íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðãî íóëè è ïîëþñû äîïðåäåëüíûõ
ôóíêöèé áóäóò ëåæàòü â îêðåñòíîñòè ðàäèóñà ε̃, à, ñëåäîâàòåëüíî,è âíóòðè
L, åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî. Ââèäó òîãî, ÷òî ó ôóíêöèè f âíóòðè L êîíå÷íîå
÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ, íîìåð N ìîæíî âçÿòü îäèí äëÿ âñåõ íóëåé è
ïîëþñîâ. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âñå íóëè è ïîëþñû
äîïðåäåëüíûõ ôóíêöèé, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëÿì è ïîëþñàì, ëåæàùèì âíóòðè
L, ïðåäåëüíîé ôóíêöèè, òàêæå ëåæàò âíóòðè L. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ
ýòîãî íîìåðà, pn ≡ p, qn ≡ q. �

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó 1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü f(z) íå ïðèíèìàåò â âûêîëîòîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ çíà÷åíèå A. Ïåðåõîäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ê ôóíêöèè
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1

f(z)−A
, ìîæíî ñ÷èòàòü A = ∞, ò.å. f(z) ãîëîìîðôíà â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Ïóñòü ñðåäè ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà f(pnz), pn → 0,
åñòü ôóíêöèÿ g(z) ̸≡ ∞. Åñëè g(z) èìååò ïîëþñà, òî âûáèðàÿ çàìêíóòûé
êîíòóð L ⊂ C∗, íà êîòîðîì g(z) ̸= 0 è g(z) ̸= ∞, ïðèõîäèì â ïðîòèâîðå÷èå ñ
ïðåäëîæåíèåì 7.

Ïóñòü sup|z|=1 |g(z)| = M . Òàê êàê f(pnz) → g(z) ðàâíîìåðíî íà
îêðóæíîñòè |z| = 1, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì |f(pnz)| 6M+1 ïðè
|z| = 1. Îòñþäà ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî |f(z)| 6M+1
â âûêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ò. å. â òî÷êå z = 0 èìååò óñòðàíèìóþ
îñîáåííîñòü. Çíà÷èò g(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â C∗

Åñëè æå âñå ïðåäåëüíûå ôóíêöèè ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè, òî f(z) → ∞ ïðè
z → 0. Çíà÷èò, ó ôóíêöèè f(z) â íóëå ïîëþñ. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü äëÿ âñåõ
n, ìîæíî íàéòè òàêèå ÷èñëà r1n < r2n <∞, ÷òî |card{k : r1n < |ak| < r2n} −
− card{k : r1n < |bk| < r2n}| > n. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ó f(z) íåò íè íóëåé, íè ïîëþñîâ íà îêðóæíîñòÿõ ðàäèóñîâ r1n è r2n.
Òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

card{k : r1n < |ak| < r2n} − card{k : r1n < |bk| < r2n} > n. (2)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàìåíèì f íà
1

f
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n åñòü ïîëþñû, ìåíüøèå r1n è íóëè,
áîëüøèå r2n. Ïóñòü äàëåå a1n �íóëü ñ íàèìåíüøèì ìîäóëåì èç âñåõ, áîëüøèõ
r1n, b1n � ïîëþñ ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì èç âñåõ, ìåíüøèõ r1n, a2n � íóëü
ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì èç âñåõ, ìåíüøèõ r2n, b2n � ïîëþñ ñ íàèìåíüøèì
ìîäóëåì èç âñåõ, áîëüøèõ r2n. Ñîåäèíèì ain ñ bin äëÿ i = 1, 2, êðèâîé:
ïî ðàäèóñó, à çàòåì � ïî ìåíüøåé äóãå îêðóæíîñòè. Êîãäà z ïðîáåãàåò ïî
êàæäîé èç ýòèõ êðèâûõ, |f(z)| èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî+∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
íàéòè òàêèå òî÷êè z1n è z2n íà ýòèõ êðèâûõ, ÷òî |f(z1n)| = 1 è |f(z2n)| = 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò rin ê zin ðàçíîñòü â ôîðìóëå (2) ìîæåò
òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ.

Ââèäó íîðìàëüíîñòè ôóíêöèè f(z), èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f(|z1n|z) è
f(|z2n|z) ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ íà
êàæäîì êîìïàêòå â C∗ ê ïðåäåëüíûì ôóíêöèÿì g1(z) è g2(z) ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, ÷òî |g1(1)| = 1 è |g2(1)| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, gi ̸≡ 0 è gi ̸≡ ∞.

Ïóñòü g1(z) ̸= 0,∞ è g2(z) ̸= 0,∞ ïðè |z| = 1. Òàê êàê f(|zjn|z) → gj(z),

òî è f ′(|zjn|z) → g′j(z),
f ′(|zjn|z)
f(|zjn|z)

→
g′j(z)

gj(z)
, j = 1, 2. Äàëåå, ñîãëàñíî ïðèíöèïó
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àðãóìåíòà,

card{k : |z1n|<|ak|<|z2n|} − card{k : |z1n|<|bk|<|z2n|} =

=
1

2πi

∫
|z|=|z2n|

f ′(z)

f(z)
dz − 1

2πi

∫
|z|=|z1n|

f ′(z)

f(z)
dz =

=
1

2πi

∫
|z|=1

f ′(|z2n|z)
f(|z2n|z)

dz − 1

2πi

∫
|z|=1

f ′(|z1n|z)
f(|z1n|z)

dz.

Óñòðåìëÿÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ðàçíîñòü áåñêîíå÷íî

âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê ðàçíîñòè
1

2πi

∫
|z|=1

g′2(z)

g2(z)
dz − 1

2πi

∫
|z|=1

g′1(z)

g1(z)
dz,

êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Åñëè ó g1(z) è g2(z) åñòü íóëè èëè ïîëþñû ïðè |z| = 1, òî âûáåðåì
ρ′1 < 1 < ρ1 è ρ2 < 1 < ρ′2 � ÷èñëà òàêèå, ÷òî íà îêðóæíîñòÿõ |z| = ρi è
|z| = ρ′i ó ôóíêöèé gi(z) íåò íè íóëåé, íè ïîëþñîâ. Ðàçíîñòè êîëè÷åñòâà íóëåé
è ïîëþñîâ ýòèõ ôóíêöèé â êîëüöàõ {ρ′1<|z|<ρ1}, {ρ2<|z|<ρ′2} îãðàíè÷åíû.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7 ðàçíîñòè êîëè÷åñòâà íóëåé è ïîëþñîâ äëÿ ôóíêöèé
f(|zin|z) òàêæå îãðàíè÷åíû â ýòèõ êîëüöàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ðàçíîñòè
îãðàíè÷åíû è äëÿ ôóíêöèè f(z) â êîëüöàõ {|z1n|ρ′1<|z|<|z1n|ρ1}, {|z2n|ρ2<|z|<
<|z2n|ρ′2}. Çíà÷èò, ðàçíîñòè êîëè÷åñòâà íóëåé è ïîëþñîâ â êîëüöå {|z1n|ρ1<
<|z|<|z2n|ρ2} ôóíêöèè f(z) áåñêîíå÷íî âîçðàñòàåò. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò
ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó.

Ïóñòü òåïåðü f(z) íå èìååò ïîëþñîâ ïðè |z| < r1n. Â ñèëó òåîðåìû 1,
ôóíêöèÿ f èìååò â íóëå íåñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü, ò.å. äàííàÿ òåîðåìà
ñâîäèòñÿ ê óòâåðæäåíèþ îãðàíè÷åííîñòè ðàçíîñòè êîëè÷åñòâà íóëåé è
ïîëþñîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â êðóãå ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà. Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà ïîâòîðÿåò âûøåèçëîæåííîå, íåîáõîäèìî ëèøü îïóñòèòü r1n è
ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ äëÿ êðóãîâ |z| < r2n, à íå äëÿ êîëåö r1n < |z| < r2n.

Ñëó÷àé, êîãäà f(z) íå èìååò íóëåé ïðè |z| > r2n ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó

çàìåíîé
1

f(1/z)
. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïîêàæåì, ÷òî card{k : r 6 |ak| 6 2r}
� îãðàíè÷åíî äëÿ âñåõ r. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü äëÿ âñåõ n,
ñóùåñòâóåò rn òàêîå, ÷òî card{k : rn 6 |ak| 6 2rn} > n. Íàéäåì
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü rnk

òàêóþ, ÷òî f(rnk
z) → f0(z) â {z : 1 6 |z| 6 2}.

Â ñèëó ðàâåíñòâà òåîðåìû 2, âåëè÷èíà card{l : rnk
6 |al| 6 2rnk

} − card{l :
rnk

6 |bl| 6 2rnk
} íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé êîíñòàíòû C. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ nk ôóíêöèÿ f(rnk
z) èìååò íóëè è ïîëþñà â

{z : 1 6 |z| 6 2}. Çíà÷èò, f0 ̸≡ 0, f0 ̸≡ ∞ è ïîýòîìó èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
íóëåé è ïîëþñîâ â ýòîì êîëüöå. Âûáèðàÿ ÷èñëà ρ1 < 1 è ρ2 > 2 òàêèå, ÷òî
f0(z) ̸= 0,∞ ïðè {ρ1 6 |z| < 1}, {2 < |z| 6 ρ2}, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ
ïðåäëîæåíèåì 7. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Åñëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî, òî

ñóùåñòâóåò (kn, ln) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ òàêèå, ÷òî limn→∞
akn
bln

=

= 1. Ðàññìîòðèì f(aknz). Íàéäåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(ak′nz) ñõîäÿùóþñÿ
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â C∗ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè g.
Èç òîãî, ÷òî f(akn′ ) = 0 ñëåäóåò, ÷òî g(1) = 0. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè 1 èìååì |g(z)| < 1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn =
bln
akn

. Òàê

êàê zn → 1 è f(aknz) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê g(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
åäèíèöû, òî ôóíêöèÿ f(anzn) = f(bn) îãðàíè÷åíà, ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. bn
ïîëþñû ôóíêöèè f . �
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü {an}, {bn} � íóëè è ïîëþñû íåêîòîðîé íîðìàëüíîé

ôóíêöèè. Ââåäåì ìåðó |µ|(E) = card{k : ak ∈ E} + card{k : bk ∈ E}. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ C∗ èìååì:

|µ|(E) 6 C0S(E), (3)

ãäå S(E) � êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ êîëåö âèäà Γ(r, 2r), ïîêðûâàþùèõ E.
Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ r > 0 è a > 1:

|µ|(Γ(r, ar)) < C(ln a+ 1), (4)

ïðè âñåõ γ 6 0: ∫
r<|ω|<ar

|ω|γ d|µ|(ω) < Crγ(ln a+ 1). (5)

ïðè âñåõ γ > 0: ∫
r<|ω|<ar

|ω|γ d|µ|(ω) < Crγaγ(ln a+ 1). (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. (3) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. Êîëè÷åñòâî
çàìêíóòûõ êîëåö âèäà Γ(r, 2r), ïîêðûâàþùèõ êîëüöî Γ(r, ar) ðàâíî [log2 a]+1,
ò.å. (4) âûòåêàåò èç (3). Òåïåðü èç íåðàâåíñòâ (4) è r < |ω| < ar ïîëó÷àåì (5)
è (6). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 6 è 6*. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 6* íå âåðíî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ωk) òàêóþ, ÷òî
ωk ̸∈ ∪nB(an, δ) äëÿ âñåõ k è f(ωk) → 0 ïðè k → ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωk′ , ÷òî f(zωk′) → f0(z) ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â
C∗. Î÷åâèäíî, ÷òî f0(1) = 0 è ïî óñëîâèþ f0 ̸≡ 0. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 7,
à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ïðè óìíîæåíèè íà ωk′ äèàìåòð ìíîæåñòâ B(an, δ) íå
ìåíÿåòñÿ, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 6. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7. Äîêàæåì íàëè÷èå ïîëþñà â êàæäîì
êîëüöå. Ñëó÷àé ñ ïðîèçâîëüíîé A-òî÷êîé ñâîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó

çàìåíîé
1

f(z)−A
. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü Γ(rn,Knrn), Kn → ∞
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� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîëåö, íå ñîäåðæàùèõ ïîëþñîâ ôóíêöèè f . Òîãäà

â êîëüöàõ Γ(
r′n√
Kn

,
√
Knr

′
n), ãäå r

′
n = rn

√
Kn, òàêæå íåò ïîëþñîâ ôóíêöèè

f . Èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî |f(r′nz)| < Cδ äëÿ
eδ√
Kn

< |z| <
√
Kne

−δ,

n = 1, 2, . . .. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f(r′nz) → g(z) ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â
C∗, òî |g(z)| < Cδ äëÿ 0 < |z| < ∞. Çíà÷èò, g(z) ≡ const, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òåîðåì 2, 3, 4,
6, 6* è 7. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè. Ïóñòü íóëè è
ïîëþñû ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèÿì òåîðåì 2, 3, 4 è 7, à ñàìà
ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèÿì òåîðåì 6 è 6*. Çàôèêñèðóåì δ0 èç
òåîðåìû 4. Òîãäà êàæäîå ìíîæåñòâî B(ω, δ0/2) íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî
è íóëåé, è ïîëþñîâ f . Åñëè îíî íå ñîäåðæèò ïîëþñîâ f , òîãäà âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî òåîðåìû 6, ò.å. |f(z)| < C äëÿ âñåõ z ∈ B(ω, δ0/3). Àíàëîãè÷íî,
åñëè îíî íå ñîäåðæèò íóëåé f , òî |f(z)| > 1/C äëÿ âñåõ z ∈ B(ω, δ0/3).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ωk) è ïðîèçâîëüíîãî
z0 ∈ C∗ , ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ωk′) òàêàÿ, ÷òî |f(zωk′)| < C
èëè |1/f(zωk′)| < C äëÿ âñåõ k′ è âñåõ z ∈ B(z0, δ0/3). Â ëþáîì ñëó÷àå
åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ωk′′) ⊂ (ωk′) è ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ g(z)
â ìíîæåñòâå B(z0, δ0/3) òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f(zωk′′)
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåé â äàííîì ìíîæåñòâå.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 6 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(zωk′′), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ
â C∗ ê ôóíêöèè g(z).

Òàê êàê ôóíêöèè f(zωk′′) èìåþò õîòÿ áû îäèí íóëü è ïîëþñ â êîëüöå
Γ(1, A0), òî ïî ïðåäëîæåíèþ 7, g(z) ̸≡ const, g(z) ̸≡ ∞, è ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé ïåðâîé êàòåãîðèè. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9 ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü cn ∈ C∗ � òî÷êè òàêèå, ÷òî â êàæäîì îòêðûòîì

êîëüöå Γ(
r

2
, 2r) ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå C òî÷åê. Òîãäà åñëè δ 6 δ0, òî

äèàìåòð êàæäîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà âèäà ∪N
k=1B(ck, δ) íå ïðåâîñõîäèò

8C1δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê diam(B(c, δ)) 6 4δ, òî äèàìåòð (â ìåòðèêå
|dz|
|z|

) êàæäîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà âèäà ∪N
k=1B(ck, δ) íå ïðåâîñõîäèò 4Nδ.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ 6 δ0, ñâÿçíîå ìíîæåñòâî âèäà ∪N

j=1B(cn, δ) âëîæåíî

â Γ(
|a|
2
, 2|a|), ãäå a íåêîòîðàÿ òî÷êà èç íàáîðà c1, c2, . . . , cN . Ïî óñëîâèþ

N < C. Òàêèì îáðàçîì, äèàìåòð êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû â îáúåäèíåíèè
∪nB(cn, δ) áóäåò íå áîëüøå 4Cδ äëÿ ëþáîãî δ 6 δ0. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ωk)⊂C∗.
Òîãäà ñóùåñòâóþò íîðìàëüíûå ôóíêöèè g1, g2 è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ωk′)
òàêèå, ÷òî ρS(f1(zωk′), g1(z)) → 0, ρS(f2(zωk′), g2(z)) → 0, ïðè k′ → ∞,
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ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â C∗. Ïóñòü U � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ B(bj , δ) ïî
âñåì ïîëþñàì bj ôóíêöèé g1 è g2. Ïîêàæåì, ÷òî ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â
C∗\U âûïîëíåíî:

1) |f1(zωk′)− g1(z)| → 0;

2) |f2(zωk′)− g2(z)| → 0;

3) |(f1f2)(zωk′)− (g1g2)(z)| → 0 ïðè k → ∞.

Òàê êàê ôóíêöèè f1, f2 íîðìàëüíûå ïåðâîé êàòåãîðèè, òî äëÿ íèõ
ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 6 è 6*. Èç òåîðåìû 6 è ïðåäëîæåíèÿ 3
ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ 1) è 2). Óòâåðæäåíèå 3) ïîëó÷àåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî
ôóíêöèè fi(zωk′) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà êîìïàêòàõ â C∗\U .

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 8 è òåîðåìó 3, ïîëó÷àåì, ÷òî äèàìåòð â ìåòðèêå
|dz|
|z|

êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû A ìíîæåñòâà U íå ïðåâîñõîäèò C. Çíà÷èò

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ, îí íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ â ìåæäó íóëÿìè è
ïîëþñàìè ôóíêöèè f1f2. Ñëåäîâàòåëüíî, A íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî íóëåé
è ïîëþñîâ ôóíêöèè (f1f2)(zωk′).

Ïóñòü A íå ñîäåðæèò ïîëþñîâ ôóíêöèè (f1f2)(zωk′). Òîãäà ïî ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà ìîäóëÿ èç 1), 2) è 3) ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
(f1f2)(zωk′′) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå A ê ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè
f∗(z) äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ωk′′) ⊂ (ωk′). Òàê êàê f∗(z) =
= (g1g2)(z) íà ∂A, òî 3) âåðíî âî âñåì ìíîæåñòâå A.

Ïóñòü A íå ñîäåðæèò íóëåé ôóíêöèè (f1f2)(zωk′), òîãäà àíàëîãè÷íî
óòâåðæäåíèÿì 1), 2), 3) ïîëó÷èì, ÷òî | 1

f1(zωk′ )
− 1

g1(z)
|→0, | 1

f2(zωk′ )
− 1

g2(z)
|→0

ïðè k → ∞. Òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî | 1
(f1f2)

(zωk′)− 1
(g1g2)

(z)|→0, ïðè k′ → ∞ íà

ìíîæåñòâå A è ρS((f1f2)(zωk′′), g1g2(z)) → 0, ïðè k′′ → ∞ ðàâíîìåðíî íà
êîìïàêòàõ â C∗.

Íàêîíåö, åñëè f2 � íîðìàëüíà, òî
1

f2
� íîðìàëüíà, ÷òî äîêàçûâàåò

ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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