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spheres are obtained.
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Âiñíèê ÕÍÓ, Ñåð."Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà�, Òîì 82 (2015)5

Âñòóï

Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü øîðñòêóâàòèõ êóëü [1], ÿêà âïåðøå áóëà
ââåäåíà ó 1894ð. Áðàéàíîì (Bryan). Ìåòîäè, ùî áóëè ðîçâèíóòi äëÿ çàãàëü-
íèõ ñôåðè÷íèõ ìîëåêóë, ÿêi íå îáåðòàþòüñÿ, ó 1922 ð. áóëè ðîçïîâñþäæåíi íà
ìîäåëü Áðàéàíà Ïiääàêîì (Piddack), äå áóëî âðàõîâàíî îáåðòàííÿ ìîëåêóë.
Ïåðåâàãà öi¹¨ ìîäåëi ïåðåä óñiìà iíøèìè ìîäåëÿìè, ùî ïðèïóñêàþòü çìiíó
ñòàíó îáåðòàííÿ ìîëåêóë, ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî òóò íå ïîòðiáíî íiÿêèõ äîäàò-
êîâèõ çìiííèõ, ÿêi âèçíà÷àþòü îði¹íòàöiþ ìîëåêóëè ó ïðîñòîði.

Âêàçàíi ìîëåêóëè ¹ àáñîëþòíî ïðóæíèìè òà àáñîëþòíî øîðñòêóâàòèìè,
ùî îçíà÷à¹ íàñòóïíå. Â ìîìåíò çiòêíåííÿ äâîõ ìîëåêóë, òî÷êè, ÿêèìè áåç-
ïîñåðåäíüî òîðêàþòüñÿ ïîâåðõíi ñôåð, íå ìàþòü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îä-
íàêîâî¨ øâèäêîñòi. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî äâi ñôåðè çà÷iïëÿþòü îäíà îäíó áåç
êîâçàííÿ. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ñôåðè äåôîðìóþòü îäíà îäíó, à ïîòiì åíåðãiÿ
äåôîðìàöi¨ ïîâåðòà¹òüñÿ íàçàä ó êiíåòè÷íó åíåðãiþ ïîñòóïàëüíîãî òà îáåð-
òàëüíîãî ðóõó áåç æîäíèõ âòðàò. Ó ðåçóëüòàòi âiäíîñíà øâèäêiñòü ñôåð ó òî÷-
öi ¨õ çiòêíåííÿ çìiíþ¹òüñÿ ïðè óäàði íà îáåðíåíó.

Ìîäåëü çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ îäíîàòîìíèõ ìîëåêóë òà, âðàõîâóþ÷è ìîæ-
ëèâiñòü îáåðòàííÿ, ¹ áiëüø ôiçè÷íîþ, íiæ ìîäåëü òâåðäèõ êóëü òà öiêàâîþ
äëÿ âèâ÷åííÿ.

Ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi øîðñòêóâàòèõ êóëü(àáî ðiâíÿííÿ Áðàé-
àíà-Ïiääàêà) ìà¹ âèãëÿä [1-4]:

D(f) = Q(f, f); (1)

D(f) ≡ ∂f

∂t
+

(
V,
∂f

∂x

)
; (2)

Q(f, f) ≡ d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
Σ
dαB(V − V1, α)·

·
[
f(t, V ∗1 , x, ω

∗
1)f(t, V ∗, x, ω∗)− f(t, V, x, ω)f(t, V1, x, ω1)

]
. (3)

Òóò d � äiàìåòð ìîëåêóëè, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç ìîìåíòîì iíåðöi¨ I íàñòóï-
íèì ñïiââiäíîøåííÿì:

I =
bd2

4
, (4)

äå b � ïàðàìåòð, b ∈
(
0, 2

3

]
, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ içîòðîïíèé ðîçïîäië ðå÷îâèíè

âñåðåäèíi ìîëåêóëè; t � ÷àñ; x = (x1, x2, x3) ∈ R3 � ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà;
V = (V 1, V 2, V 3) òà ω = (ω1, ω2, ω3) ∈ R3 � ëiíiéíà òà êóòîâà øâèäêîñòi
ìîëåêóëè âiäïîâiäíî; ∂f

∂x � ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ f ïî çìiííié x; Σ � îäèíè÷íà
ñôåðà ó ïðîñòîði R3; α � îäèíè÷íèé âåêòîð iç R3, ùî ñïðÿìîâàíèé âçäîâæ
ëiíi¨, ÿêà ç'¹äíó¹ öåíòðè ìîëåêóë, ÿêi çiøòîâõóþòüñÿ;

B (V − V1, α) = |(V − V1, α)| − (V − V1, α) (5)



6 Ãîðäåâñüêèé Â. Ä., Ãóêàëîâ Î. Î.

� ÷ëåí çiòêíåííÿ ó âèðàçi äëÿ iíòåãðàëà çiòêíåíü (3).
Ëiíiéíi (V ∗, V ∗1 ) òà êóòîâi (ω∗, ω∗1) øâèäêîñòi ìîëåêóë ïiñëÿ çiòêíåííÿ âè-

ðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiäïîâiäíi øâèäêîñòi äî çiòêíåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì [1]:

V ∗ = V − 1

b+ 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α× (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
,

V ∗1 = V1 +
1

b+ 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α× (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
,

ω∗ = ω +
2

d(b+ 1)

{
α× (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
,

ω∗1 = ω1 +
2

d(b+ 1)

{
α× (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
,

(6)

äå ÷åðåç ñèìâîë × ïîçíà÷åíî âåêòîðíèé äîáóòîê. Öi ôîðìóëè ìîæíà îòðè-
ìàòè, êîðèñòóþ÷èñü çàêîíàìè çáåðåæåííÿ iìïóëüñó, ñóìàðíî¨ åíåðãi¨ ïîñòó-
ïàëüíîãî òà îáåðòàëüíîãî ðóõó (âïåðøå âîíè íàâåäåíi ó ðîáîòi [5]).

ßê âiäîìî, çàãàëüíèé âèãëÿä ìàêñâåëiâñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüö-
ìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòàõ [6-8], ¨õ îïèñ òà äîñëiä-
æåííÿ ìîæíî òàêîæ çíàéòè ó [9-11]. Àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ ìîäåëi Áðàéàíà-
Ïiääàêà áóëà îñòàòî÷íî ðîçâ'ÿçàíà òiëüêè ó ðîáîòi [12].

Çîêðåìà, òàì îòðèìàíî ÿâíèé âèãëÿä ìàêñâåëiâñüêîãî ðîçïîäiëó, ùî îïè-
ñó¹ ðóõ ãàçó òèïó �ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ� äëÿ öi¹¨ ìîäåëi. Òàêèé ðîçïîäië
ôiçè÷íî ïðåäñòàâëÿ¹ ðóõ ãàçó, ïðè ÿêîìó âií ëåòèòü ç ïðèñêîðåííÿì òà óùiëü-
íþ¹òüñÿ ó âñüîìó ïðîñòîði. Âií ìà¹ íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ:

Mi = ρiI
3/2

(
βi
π

)3

e
−βi

(
(V−V i)

2
+Iω2

)
, (7)

äå ãóñòèíà ãàçó ρi (òóò òà óñþäè äàëi iíäåêñ i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 òà 2)
àíàëiòè÷íî ìà¹ âèãëÿä:

ρi = ρ0ie
βi

(
V

2
i +2uix

)
, (8)

ρ0i � äîâiëüíà äîäàòíÿ êîíñòàíòà, βi = 1
2Ti

� âåëè÷èíà, îáåðíåíà äî òåìïåðà-

òóðè, V i � ìàñîâà øâèäêiñòü, ùî âèðàæà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

V i = V̂i − uit, (9)

V̂i, ui � äîâiëüíi âåêòîðè ó ïðîñòîði R3.
Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ìè áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi áiìî-

äàëüíîãî ðîçïîäiëó:
f = ϕ1M1 + ϕ2M2, (10)

äå Mi � ìàêñâåëiàíè ç âèãëÿäîì (7), à ôóíêöi¨ ϕi = ϕi(t, x) � íåâiä'¹ìíi,
ãëàäêi òà îáèðàþòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá âiäõèë ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ (1)
áóâ ñêiëü çàâãîäíî ìàëèì.
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Ó öié ðîáîòi ó ÿêîñòi âiäõèëó ìiæ ëiâîþ òà ïðàâîþ ÷àñòèíàìè ðiâíÿí-
íÿ Áðàéàíà-Ïiääàêà áóäå ðîçãëÿíóòî àíàëîã âiäõèëó ç íåîäíîðiäíîþ âàãîþ
äëÿ òâåðäèõ êóëü, ùî áóâ óïåðøå ââåäåíèé ó ðîáîòi [13]. Ó âèïàäêó ìîäåëi
øîðñòêóâàòèõ êóëü âií âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∆̃q = sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

∫
R3

dV

∫
R3

dω |D(f)−Q(f, f)| , (11)

ôóíêöiÿ q(x) � íåâiä'¹ìíà òà îáìåæåíà ó âñüîìó ïðîñòîði R3 òà âiäîáðàæà¹
íåîäíîðiäíiñòü ó âiäõèëi ç âàãîþ [14].

Ìåòà ðîáîòè ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi äëÿ ìîäåëi øîðñòêóâàòèõ êóëü, ÿêà
äîñëiäæó¹òüñÿ, âèãëÿäó ôóíêöié ϕi(t, x) òà òàêèõ äîñòàòíiõ óìîâ íà ãiäðîäè-
íàìi÷íi ïàðàìåòðè ìàêñâåëiâñüêèõ ðîçïîäiëiâ (7), ôóíêöié ϕi(t, x), ùîá âiä-
õèë (11) ìîæíà áóëî çðîáèòè ñêiëü çàâãîäíî ìàëèì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Òåîðåìà 1. Íåõàé êîåôiöi¹íòíi ôóíêöi¨ ó ðîçïîäiëi (10) ìàþòü íàñòóï-

íèé âèãëÿä:

ϕi(t, x) = Ci

x+ ui

(
V̂i − uit

)2

2u2
i

 , (12)

äå Ci � íåâiä'¹ìíi, ãëàäêi òà îáìåæåíi ó ïðîñòîði R4 çi ñâî¹þ ïîõiäíîþ

ôóíêöi¨.

Òàêîæ íåõàé ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

ui =
u0i

βni
i

, (13)

V̂i =
V̂0i

βkii
, (14)

äå u0i, V̂0i � äîâiëüíi òðèâèìiðíi âåêòîðè, à ïîêàçíèêè ni, ki òàêi, ùî:

ni > 1, ki >
1

2
, ki >

1

2
ni. (15)

Òàêîæ áóäåìî âèìàãàòè, ùîá ôóíêöiÿ q(x) · e2u0ix áóëà îáìåæåíà ó ïðî-

ñòîði R3.
Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

lim
βi→+∞

∆̃q = 0. (16)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (16), ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî iñíó¹
òàêà âåëè÷èíà ∆̃′q, ùî:

∆̃q 6 ∆̃′q. (17)
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Äëÿ öüîãî çðîáèìî ïiäñòàíîâêó (10) ó âèðàç (2):

D(f) = M1D(ϕ1) + ϕ1D(M1) +M2D(ϕ2) + ϕ2D(M2)

= M1

(
∂ϕ1

∂t
+

(
V,
∂ϕ1

∂x

))
+M2

(
∂ϕ2

∂t
+

(
V,
∂ϕ2

∂x

))
,

à ïiäñòàâëÿþ÷è äî iíòåãðàëà çiòêíåíü (3) òà ïåðåòâîðþþ÷è, çäîáóäåìî:

Q(f, f) = ϕ1ϕ2

(
Q(M1,M2) +Q(M2,M1)

)
.

ßê âiäîìî [10]-[11], iíòåãðàë çiòêíåíü ìîæíà ïîäàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Q(f, g) = G(f, g)− fL(g), (18)

äå ïðèáóòêîâèé ÷ëåí:

G(f, g) =
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑ dαB(V − V1, α)

×f(t, x, V ∗1 , ω
∗
1)g(t, x, V ∗, ω∗),

à âèòðàòíèé ÷ëåí ìà¹ âèãëÿä:

L(g) =
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑ dαB(V − V1, α)g(t, x, V1, ω1).

Ó ðîáîòi [15] áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî:∫
R3

dV

∫
R3

dωQ (Mi,Mj) = 0, (19)

òîäi, âðàõîâóþ÷è (18), îòðèìó¹ìî:∫
R3

dV

∫
R3

dωG(Mi,Mj) =

∫
R3

dV

∫
R3

dωMiL(Mj). (20)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (18) òà (20), à òàêîæ âèãëÿä ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâ-
íÿííÿ Áðàéàíà-Ïiääàêà (2) äëÿ ôóíêöi¨ (10) çðîáèìî îöiíêó:

|D(f)−Q(f, f)|
6M1(|D(ϕ1)|+ ϕ1ϕ2L(M2)) +M2(|D(ϕ2)|+ ϕ1ϕ2L(M1))

+ϕ1ϕ2(G(M1,M2) +G(M2,M1)).

Ïðîiíòåãðóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü ïî ïðîñòîðó ëiíiéíèõ òà êóòîâèõ øâèä-
êîñòåé, îòðèìó¹ìî: ∫

R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑

i,j=1
i 6=j

∫
R3

dV

∫
R3

dω (|D(ϕi)|+ϕiϕjL(Mj))Mi+2ϕ1ϕ2

∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2)

=

2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(ϕi)|Mi + 4ϕ1ϕ2

∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2).
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Äàëi, âèêîðèñòà¹ìî äîâåäåíó ó ðîáîòi [4] íàñòóïíó ôîðìóëó:∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2)

=
d2ρ1ρ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (21)

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ìàêñâåëiàíiâ (7) òà îñòàííþ ðiâíiñòü (21), ïðî-
äîâæèìî îöiíêó: ∫

R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω

∣∣∣∣∂ϕi∂t +

(
V,
∂ϕi
∂x

)∣∣∣∣ ρiI3/2

(
βi
π

)3

e−βi((V−V i)
2+Iω2)

+
4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Îá÷èñëþþ÷è ïîòðiéíèé iíòåãðàë ïî êóòîâèì øâèäêîñòÿì ω òà âèêîðèñòî-

âóþ÷è âèãëÿä ìàñîâî¨ øâèäêîñòi (9), îòðèìó¹ìî:∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑
i=1

∫
R3

dV

∣∣∣∣∂ϕi∂t +

(
V,
∂ϕi
∂x

)∣∣∣∣ ρi(βiπ
)3/2

e−βi(V−V i)
2

+
4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
+ (u1 − u2) t

∣∣∣∣ ,
çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ:

V =
p√
βi

+ V i,

òà ïîìíîæóþ÷è íà q(x)
1+|t| , à äàëi ïåðåõîäÿ÷è äî ñóïðåìóìó ïî óñüîìó ïðîñòîðó

÷àñó i ïðîñòîðîâî¨ êîîðäèíàòè áóäåìî ìàòè:

∆̃q 6 ∆̃′q

= sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρi

π3/2

∫
R3

dV

∣∣∣∣∂ϕi∂t +

(
p√
βi

+ V̂i − uit,
∂ϕi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2
+ sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· 4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

×
∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
+ (u1 − u2) t

∣∣∣∣ , (22)

äå ãóñòèíà ãàçó ρi ç âðàõóâàííÿì ìàñîâî¨ øâèäêîñòi (9) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

ρi = ρ0ie
βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

)
. (23)
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Äëÿ êîðåêòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (22) äîñòàòíüî, ùîá

äîáóòîê ìíîæíèêà q(x)
1+|t| íà êîæíó iç íàñòóïíèõ ôóíêöié:

tϕiρi,
∂ϕi
∂t

ρi,

∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣ ρi, tρi

(
ui,

∂ϕi
∂x

)

áóâ îáìåæåíèé íà R4, ùî âèïëèâà¹ ç âèãëÿäó êîåôiöi¹íòíî¨ ôóíêöi¨ (12), ãó-
ñòèíè (23) òà íàêëàäåíèõ óìîâ íà ôóíêöiþ Ci, ¨¨ ïîõiäíó i
äîáóòîê q(x) · e2u0ix. Çíà÷åííÿ äîáóòêiâ

√
|t|ϕiρi òà |t|ϕ1ϕ2ρ1ρ2 ó çâ'ÿçêó

ç ãëàäêiñòþ ôóíêöié ϕi îáìåæåíi ó R
4.

Äàëi çíàõîäèìî ïîõiäíi ôóíêöi¨ ϕi, ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâ-
íîñòi (22):

∂ϕi
∂t

=
(
C
′
i , ui

)(V̂i, ui)− tu2
i

u2
i

, (24)

∂ϕi
∂x

= C
′
i

x+ ui

(
V̂i − uit

)2

2u2
i

 , (25)

äå ÷åðåç C
′
i ïîçíà÷åíî ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ Ci çà ¨¨ âåêòîðíèì àðãóìåíòîì. Òå-

ïåð ïåðåõîäèìî äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi ó íåðiâíîñòi (22), äëÿ ÷îãî
çíàéäåìî ãðàíèöþ ãóñòèíè ãàçó ç âðàõóâàííÿì (23) â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü
êîåôiöi¹íòiâ ni, ki :

lim
βi→+∞

ρi =

 ρ0i, ni > 1, ki >
1
2 ;

ρ0ie
2u0ix, ni = 1, ki >

1
2 ;

ρ0ie
V̂ 2
0i+2u0ix, ni = 1, ki = 1

2 .

Êðiì òîãî, ç âðàõóâàííÿì óìîâ (13), (14) ìà¹ìî:

lim
βi→+∞

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
+ (u1 − u2) t

∣∣∣∣ = 0,

lim
βi→+∞

∂ϕi
∂t

= 0.
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I íà îñòàíîê çíàõîäèìî ãðàíèöþ êîåôiöi¹íòíî¨ ôóíêöi¨ ϕi òà ¨¨ ãðàäi¹íòà:

lim
βi→+∞

ϕi

= lim
βi→+∞

Ci

x+ u0iβ
−ni

(
V̂0iβ

−ki
i − u0iβ

−ni
i t

)2

2u2
0iβ
−2ni


=

 Ci(x), ki >
1
2ni;

Ci

(
x+ u0i

V̂ 2
0i

2u20i

)
, ki = 1

2ni;

lim
βi→+∞

∂ϕi
∂x

=

 C ′i(x), ki >
1
2ni;

C ′i

(
x+ u0i

V̂ 2
0i

2u20i

)
, ki = 1

2ni,

çâiäêè ìè îòðèìó¹ìî, ùî ãðàíèöÿ ïðè βi → +∞ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíî-
ñòi (22) äîðiâíþ¹ íóëþ, ùî i ñòâåðäæó¹ ðiâíiñòü (16). Òåîðåìa äîâåäåía.

Çàóâàæåííÿ 1. Ôóíêöiÿ q(x) ìîæå áóòè íå òiëüêè îáìåæåíîþ, íî i ôiíiò-
íîþ àáî øâèäêîñïàäàþ÷åé, õî÷à áè çà íàïðÿìêàìè, ùî ïàðàëåëüíi u0i.

Çàóâàæåííÿ 2. Óìîâè (13), (14) íåîáõiäíi äëÿ iñíóâàííÿ íèçüêîòåìïåðà-
òóðíî¨ ãðàíèöi âåëè÷èíè ∆̃′q. Êðiì òîãî, äàëi ó ðîáîòi áóäå ðîçãëÿíóòî i iíøi
ìîæëèâi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ni.

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ ϕi ó áiìîäàëüíîìó ðîçïîäiëi (10)

íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

ϕi(t, x) = ψi(t, x) · e−βi
(
(V̂i−uit)

2
+2uix

)
, (26)

òà ôóíêöi¨:

tψ1ψ2, tψi,
∂ψi
∂t

,

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ , t

(
ui,

∂ψi
∂x

)
(27)

ïiñëÿ ïîìíîæåííÿ íà q(x)
1+|t| îáìåæåíi ïî (t, x) ∈ R4. Êðiì òîãî çàëèøèìî ó

ñèëi ðîçêëàä (13), çìiíèâøè çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ni íà íàñòóïíi:

ni >
1

2
. (28)

Òîäi, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ôóíêöi¨ ψi(t, x) ó âèãëÿäi:

ψi = Ci

(
x− V̂it

)
(29)

àáî

ψi = Ci

([
x× V̂i

])
, (30)
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äå Ci � íåâiä'¹ìíi, ãëàäêi òà îáìåæåíi ôóíêöi¨ íà R4 òà, êðiì öüîãî, äîáóòêè

q(x) · Ci òà q(x) · C ′i îáìåæåíi, à

V̂1 = V̂2, (31)

òî çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi ðiâíiñòü (16).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çíîâó ïîáóäó¹ìî îöiíêó (17) òà ïîêàæåìî, ùî:

lim
βi→+∞

∆̃′q

= sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0i

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
V̂i,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
(ψ1ψ2). (32)

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 áóëà îòðèìàíà îöiíêà (22), ó ÿêié ïîõiäíi êîåôi-
öi¹íòíèõ ôóíêöié ó âèïàäêó (26) ìàþòü âèãëÿä:

∂ϕi
∂t

= e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

){
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
V̂i, ui

)
− u2

i t
)}

, (33)

∂ϕi
∂x

= e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

){
∂ψi
∂x
− 2βiuiψi

}
. (34)

Òåïåð ïiäñòàâèìî òiëüêè ùî çíàéäåíi ïîõiäíi ó ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíî-
ñòi (22), îòðèìà¹ìî:

∆̃q 6 ∆̃′q

= sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρi

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣e−βi((V̂i−uit)2+2uix
)

×
{
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
V̂i, ui

)
− tu2

i

)}
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit, e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

){
∂ψi
∂x
− 2βiuiψi

})∣∣∣∣ e−p2
+ sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· 4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
+ (u2 − u1)t

∣∣∣∣ .
Äàëi âðàõîâóþ÷è âèðàç (23) äëÿ ãóñòèíè ρi òà âèãëÿä êîåôiöi¹íòíî¨ ôóíê-
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öi¨ (26), ùî ïåðåòâîðèòü âèðàç äëÿ ∆̃′q äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
p√
βi

+ V̂i − uit,
∂ψi
∂x

)
− 2
√
βiuiψip

∣∣∣∣ e−p2
+ sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· 4d2ρ01ρ02ψ1ψ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

×
∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
− (u1 − u2) t

∣∣∣∣ ,
òà, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó òåîðåìè (28), îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ
äëÿ ∆̃′q:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
p√
βi

+ V̂i −
u0i

βni
i

t,
∂ψi
∂x

)
−2
√
βiψip

u0i

βni
i

∣∣∣∣ e−p2 +
4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· (ψ1ψ2)

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

×
∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
−
(
u01

βn1
1

− u02

βn2
2

)
t

∣∣∣∣ ,
i, âèêîíóþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä (βi → +∞) â îñòàíüîìó âèðàçi, îòðèìó¹ìî,
ùî:

lim
βi→+∞

∆̃′q

= sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
V̂i,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· (ψ1ψ2)

∫
R3

dq

∫
R3

dq1

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ e−q2−q21 ,
òà, îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàë çà çìiíîþ p, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (32).

Äàëi îá÷èñëþ¹ìî ïîõiäíi ôóíêöi¨ ψi ó âèãëÿäi (29), òîáòî:

∂ψi
∂t

= −
(
V̂i, C

′
i

)
,

∂ψi
∂x

= C ′i, (35)

à äëÿ âèïàäêà (30):

∂ψi
∂t

= 0,
∂ψi
∂x

= −
[
C ′i × V̂i

]
, (36)

Òîáòî, çíàéäåíi ïîõiäíi (35) òà (36) çàíóëþþòü ïåðøèé äîäàíîê (32), à
äðóãèé äîäàíîê çíèêà¹ çàâäÿêè ðiâíîñòi (31). Òàêèì ÷èíîì, ó ïðèïóùåííÿõ
òåîðåìè 2 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (16). Òåîðåìa äîâåäåía.
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Ðîçãëÿíåìî ù¹ îäèí ðåçóëüòàò äëÿ äîñëiäæóâàíîãî âiäõèëà ç íåîäíîðiä-
íîþ âàãîþ (11).

Òåîðåìà 3. Íåõàé ôóíêöi¨ ϕi â øóêàíîìó ðîçâ'ÿçêó (10) ìàþòü íàñòóï-

íèé âèãëÿä:

ϕi(t, x) = ψi(t, x) · e−βi(V̂i−uit)
2

, (37)

äå äîáóòîê ôóíêöié (27) íà ìíîæíèê e2βiuix îáìåæåíèé ç âàãîþ q(x)
1+|t| .

Òàêîæ íåõàé ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ (13) ç ïîêàçíèêîì ñòåïåíÿ ni > 1.
Òîäi òâåðäæåííÿ (16) çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì, ÿêùî:

a) ó âèïàäêó ni > 1 ôóíêöi¨ ψi(t, x) ìàþòü âèãëÿä (29) àáî (30), êðiì òîãî,

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (31) àáî:

suppC1 ∩ suppC2 = ∅, (38)

äå Ci òà C
′
i � îáìåæåíi ôóíêöi¨. Ôóíêöiÿ q(x) ïîâèíà áóòè ôiíiòíîþ

àáî øâèäêîñïàäàþ÷îþ íà íåñêií÷åíîñòi.

b) ÿêùî ni = 1 íåîáõiäíî äî óìîâ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòà äîäàòè íàñòóïíó

âèìîãó: (
ui, V̂i

)
= 0. (39)

Äîâåäåííÿ. Çíîâó ïîêàæåìî, ùî ïðè âèãëÿäi êîåôiöi¹íòíèõ ôóíêöié (37)
ó âèïàäêó ni > 1 çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ ðiâíiñòü (32), à êîëè ìà¹ ìiñöå ni = 1,
òî:

lim
βi→+∞

∆̃′q

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
e2u0i

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
V̂i,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
e2(u01x+u02x)ψ1(t, x)ψ2(t, x)

+2
2∑
i=1

ρ0i

∣∣∣(u0i, V̂i

)∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
e2u0ixψi(t, x). (40)

ßê i ðàíiøå, çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ íåðiâíiñòü (22). Îá÷èñëèìî ïîõiäíi
êîåôiöi¹íòíèõ ôóíêöié (37). Çà çìiíîþ t áóäåìî ìàòè:

∂ϕi
∂t

= e−βi(V̂i−uit)
2
{
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
ui, V̂i

)
− u2

i t
)}

, (41)

à ïî ïðîñòîðîâié êîîðäèíàòi:

∂ϕi
∂x

= e−βi(V̂i−uit)
2 ∂ψi
∂x

. (42)
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Çíàéäåíi ïîõiäíi (41), (42) ïiäñòàâèìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (22) òà
âèêîðèñòà¹ìî âèðàç äëÿ ãóñòèíè (23), ùî äîçâîëÿ¹ ïîäàòè âèðàç äëÿ ∆̃′q íà-
ñòóïíèì ÷èíîì:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0ie
2βiuix

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t + 2βiψi

((
ui, V̂i

)
− u2

i t
)

+

(
p√
βi

+ V̂i − uit,
∂ψi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2 +
4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
ψ1ψ2e

2(β1u1x+β2u2x)

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ ,
òà, êîðèñòóþ÷èñü ïðåäñòàâëåííÿì (13), îòðèìó¹ìî:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1+|t|

2∑
i=1

ρ0ie
2βiu0iβ

−ni
i x

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t +2βiψi

((
u0i, V̂i

)
β−ni
i −u2

0itβ
−2ni
i

)
+

(
p√
βi

+ V̂i − u0itβ
−ni
i ,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
ψ1ψ2e

2
(
β
1−n1
1 u01x+β

1−n2
2 u02x

)

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V̂1 − V̂2 + (u02β

−n2
2 − u01β

−n1
1 )t

∣∣∣∣ , (43)

Âèêîíóþ÷è íèçüêîòåìïåðàòóðíèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó îñòàíüîìó âèðàçi ó
âèïàäêó ni > 1 òà, iíòåãðóþ÷è çà çìiíîþ p, ìè îòðèìà¹ìî ñàìå âèðàç (32), à
ÿêùî ni = 1, òî ãðàíèöÿ âåëè÷èíè ∆̃′q ñêëàäå:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0ie
2u0ix

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t + 2ψi

(
u0i, V̂i

)
+

(
V̂i,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
ψ1ψ2e

2(u01x+u02x) ×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ ,
ùî ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü i äà¹ (40).

Äàëi, ÿêùî ni > 1, ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöi¨ âèãëÿäó (29), (30) ç óðàõóâàí-
íÿì (31), (38) òà îáìåæåíîñòi ôóíêöié Ci òà C

′
i çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 3.
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Äëÿ öüîãî ïåðåâiðèìî îáìåæåíiñòü íàñòóïíèõ ôóíêöié:

q(x)

1 + |t|
tψ1ψ2e

2(β1u1x+β2u2x), (44)

q(x)

1 + |t|
∂ψi
∂t

e2βiuix, (45)

q(x)

1 + |t|
tψie

2βiuix, (46)

q(x)

1 + |t|

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ e2βiuix, (47)

q(x)

1 + |t|
t

(
ui,

∂ψi
∂x

)
e2βiuix. (48)

Âèðàç (48) äëÿ ôóíêöié (29) òà (30) â ñèëó òîãî, ùî íîñi¨ íå ïåðåòèíàþòüñÿ,
òîòîæíüî äîðiâíþ¹ íóëþ. ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè óìîâó (31), òî âðàõîâóþ÷è
îáìåæåíiñòü ôóíêöié Ci òà ôiíiòíiñòü àáî øâèäêå ñïàäàííÿ q(x) âèðàç (48)
âñå îäíî çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíèì.

Òàêîæ âèðàç (49) îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü äëÿ âèïàäêà (30), à äëÿ (29) âií
áóäå îáìåæåíèé çàâäÿêè íàêëàäåíèõ óìîâ íà C ′i òà ôóíêöiþ q(x). Óñi iíøi
âèðàçè (50), (47) òà (48) ìîæíà îöiíèòè àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷i
çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ (35), (36).

Òåïåð, ñïèðàþ÷èñü íà (31) àáî (38) òà ôîðìóëè äëÿ ïîõiäíèõ (35) i (36),
îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ (16)äëÿ âèïàäêó ni > 1.

Êîëè ni = 1 âèêîðèñòà¹ìî çíà÷åííÿ ãðàíèöi (40). Ôiíiòíiñòü àáî äîñòàò-
íüî øâèäêå ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ q(x) çàáåçïå÷ó¹ îáìåæåíiñòü óñiõ âèðàçiâ, ùî
âõîäÿòü äî (40) òà ïîãëèíà¹ çðîñòàííÿ e2u0ix.

Ó ïiäñóìêó, âèêîðèñòîâóþ÷è (31) àáî (38), (35) òà (36), à òàêîæ óìîâó ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîñòi âåêòîðiâ ui òà V̂i (39) îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (16) ó âèïàäêó
ni = 1. Òåîðåìa äîâåäåía.

Âèñíîâêè

Ðîçãëÿíóòå âiäõèëåííÿ ç íåîäíîðiäíîþ âàãîþ (11) äîçâîëèëî îòðèìàòè
äëÿ ìîäåëi Áðàéàíà-Ïiääàêà íèçêó íîâèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi
áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó ç êîåôiöi¹íòíèìè ôióíêöiÿìè âiä ïðîñòîðîâî¨ êî-
îðäèíàòè òà ÷àñó ç ìàêñâåëiâñüêèìè ìîäàìè, ùî îïèñóþòü ðóõ ãàçó òè-
ïó �ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ�. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ÿâíèé
âèãëÿä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à íå òiëüêè âñòàíîâèòè ¨õ iñíóâàííÿ. Îòðèìàíi ðåçóëü-
òàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷åíi ðiâíÿííÿ Áðàéàíà-
Ïiääàêà.

Òàêèì ÷èíîì, ðåçóëüòàòè, ùî áóëè ðàíiøå îòðèìàíi äëÿ áiëüø ïðîñòî¨
ôiçè÷íî ìîäåëi òâåðäèõ êóëü, âäà¹òüñÿ ïîøèðèòè i íà ìîäåëü øîðñòêóâàòèõ
êóëü.
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Ïîäÿêà. Ðîáîòó âèêîíàíî çà ÷àñòêîâî¨ ïiäòðèìêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,
Ïðîåêò �Ëiíiéíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði òà ðiâíÿííÿ
Áîëüöìàíà�.
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Îïèñ îïåðàòîðiâ C-ñèìåòði¨ ó âèïàäêó ïðîñòîðó C2
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Îïèñàíî âñi îïåðàòîðè C â äâîâèìiðíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði C2

çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü Ïàóëi. Çíàéäåíî óìîâè íà J~α-ñàìîñïðÿæåíèé
îïåðàòîð, ÿêi ãàðàíòóþòü éîìó âëàñòèâiñòü C-ñèìåòði¨.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ïðîñòið Êðåéíà, iíäåôiíiòíà ìåòðèêà, C-ñèìåòðiÿ,
ìàòðèöi Ïàóëi.

Ñóäèëîâñêàÿ Â. È., Îïèñàíèå îïåðàòîðîâ C-ñèììåòðèè â ñëó÷àå

ïðîñòðàíñòâà C2. Îïèñàíû âñå îïåðàòîðû C â äâóìåðíîì ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå C2 ñ ïîìîùüþ ìàòðèö Ïàóëè. Íàéäåíû óñëîâèÿ
íà J~α - ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà, ãàðàíòèðóþùèõ åìó ñâîéñòâî
C-ñèììåòðèè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâî Êðåéíà, èíäåôèíèòíàÿ ìåòðèêà,
C-ñèììåòðèÿ, ìàòðèöà Ïàóëè.

V.�I. Sudilovskaya, Description operator C-symmetry in the case of

the space C2. We describe all operators C in two-dimensional Hilbert
space C2 using Pauli matrices. The conditions for J~α-adjoint operator,
which guarantee it the property of C-symmetry.
Keywords: Krein spaces, inde�nite metrics, C-symmetry, Pauli matrices.

2000 Mathematics Subject Classi�cation: 47A55, 47A57, 47B25.

Âñòóï

Ðîçâèòîê ïñåâäî-åðìiòîâî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ïðîòÿãîì îñòàííiõ äåñÿòè-
ëiòü [3, 4, 10] ïðèâiâ äî íåîáõiäíîñòi âèâ÷åííÿ íîâèõ êëàñiâ íåñàìîñïðÿæåíèõ
îïåðàòîðiâ. Îäíèì ç òàêèõ êëàñiâ ¹ íåñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè ç âëàñòèâiñòþ
C-ñèìåòði¨.

c© Ñóäiëîâñüêà Â. I., 2015
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Âëàñòèâiñòü C-ñèìåòði¨ äëÿ íåñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹
â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ îáìåæåíîãî ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà1 C â H ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(i) C2 = I;
(ii) îïåðàòîð JC ¹ äîäàòíèì â H;
(iii) ACf = CAf ìà¹ ñåíñ äëÿ âñiõ f ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D(A) îïåðàòî-

ðà A.
Â óìîâi (ii) öüîãî îçíà÷åííÿ, îáìåæåíèé îïåðàòîð J çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòè-

âîñòi J2 = I, J∗ = J , äå J∗ îçíà÷à¹ ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà J
âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (·, ·) ïðîñòîðó H. Îïåðàòîð J ç òàêèìè âëàñòè-
âîñòÿìè íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèìåòði¹þ.

Äîâiëüíà ôóíäàìåíòàëüíà ñèìåòðiÿ J òà ïî÷àòêîâèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H
ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè ïiâòîðàëiíiéíó ôîðìó (iíäå-
ôiíiòíó ìåòðèêó) [f, g] = (Jf, g), f, g ∈ H.

Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H ç iíäåôiíiòíîþ ìåòðèêîþ [·, ·] íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì
Êðåéíà2 i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê (H, [·, ·]).

Ïðèïóñòèìî, ùî íåñàìîñïðÿæåíèé â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H îïåðàòîð
A ¹ ñàìîñïðÿæåíèì âiäíîñíî iíäåôiíiòíî¨ ìåòðèêè [·, ·]. ßêùî, ó öüîìó âèïàä-
êó, îïåðàòîð A ìà¹ âëàñòèâiñòü C-ñèìåòði¨, òî öåé îïåðàòîð ñòàíå ñàìîñïðÿ-
æåíèì âiäíîñíî íîâîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (·, ·)C ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H,
âèçíà÷åíîãî çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà C:

(f, g)C = [Cf, g] = (JCf, g), f, g ∈ H.

Îòæå iñíóâàííÿ C-ñèìåòði¨ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî â ïðîñòîði Êðåéíà
(H, [·, ·]) îïåðàòîðà A äîçâîëÿ¹ ìîäèôiêóâàòè ïî÷àòêîâèé ñêàëÿðíèé äîáó-
òîê (·, ·) äî íîâîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (·, ·)C , âiäíîñíî ÿêîãî îïåðàòîð A
ñòàâàâ áè ñàìîñïðÿæåíèì.

Íàâåäåíèé ðåçóëüòàò iëþñòðó¹ êîðèñíiñòü ïîáóäîâè îïåðàòîðà C äëÿ ðiç-
íèõ êëàñiâ íåñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ. Öÿ çàäà÷à ¹ îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷
â äîñëiäæåííÿõ ïñåâäî-åðìiòîâî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè [5, 6, 7, 9, 11]. Ìåòîþ ðî-
áîòè ¹ îïèñ âñiõ îïåðàòîðiâ C, äiþ÷èõ â äâîâèìiðíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
C2 çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì:((

x1
y1

)
,

(
x2
y2

))
= x1x̄2 + y1ȳ2, xj , yj ∈ C. j = 1, 2. (1)

Ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i áàçó¹òüñÿ íà ñóòò¹âèì âèêîðèñòàííi ìàòðèöü Ïàóëi.
×àñòêîâèé âèïàäîê öi¹¨ çàäà÷i ïðè äîäàòêîâîìó ïðèïóùåííi PT -ñèìåòði¨

áóâ ðîçãëÿíóòèé â [1].

1òóò ìè ìà¹ìî ïåâíó òàâòîëîãiþ: âëàñòèâiñòü C-ñèìåòði¨ òà îïåðàòîð C, ÿêà, îäíàê,
òðàäèöiéíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ.

2äåòàëüíèé âèêëàä òåîði¨ ïðîñòîðiâ Êðåéíà ìîæíî çíàéòè â [2]



Âiñíèê ÕÍÓ, Ñåð."Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà�, Òîì 82 (2015)21

Ìàòðèöi Ïàóëi òà ôóíäàìåíòàëüíi ñèììåòði¨ â C2

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi Ïàóëi:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Ìàòðèöi Ïàóëi ìàþòü âëàñòèâîñòi

σjσk = −σkσj , j 6= k, σ3σ1 = iσ2, σ1σ2 = iσ3, σ2σ3 = iσ1. (2)

Êðiì òîãî, σ2j = σ0, äå σ0 =

(
1 0
0 1

)
¹ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Çàçíà÷èìî, ùî äiþ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà â C2 ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi ìàòðèöi X äðóãîãî ïîðÿäêó. Öþ ìàòðèöþ ìîæíà ðîçêëàñòè âiä-
íîñíî áàçèñó ç ìàòðèöü Ïàóëi òà îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi:

X =

3∑
j=0

xjσj , (3)

äå xj ∈ C. Â öüîìó âèïàäêó, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè,

Tr X = 2x0, det X = x20 −
3∑
j=1

x2j , X−1 =
1

det X

x0σ0 − 3∑
j=1

xjσj

 . (4)

Íåõàé Y =
∑3

j=0 yjσj . Âèêîðèñòîâóþ÷è (2) äiñòà¹ìî,

X · Y =

3∑
j=0

xjyjσ0 +

3∑
j=1

(x0yj + xjy0)σj + i~x× ~y, (5)

äå ~x = (x1, x2, x3), ~y = (y1, y2, y3) i "âåêòîðíèé äîáóòîê"~x × ~y âèçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç ôîðìàëüíèé âèçíà÷íèê

~x× ~y =

∣∣∣∣∣∣
σ1 σ2 σ3
x1 x2 x3
y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣ ,
äå ∣∣∣∣∣∣

σ1 σ2 σ3
x1 x2 x3
y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣σ1 − ∣∣∣∣ x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣σ2 +

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣σ3.
Â ïîäàëüøîìó, áóäåìî iäåíòèôiêóâàòè ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó ç âiäïî-

âiäíèìè îïåðàòîðàìè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó C2. Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðè
σj â C2 çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñòi σ∗j = σj i σ

2
j = σ0 (òîáòî ¹ ôóíäàìåíòàëü-

íèìè ñèìåòðiÿìè).
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Çíàéäåìî óìîâè çà ÿêèìè îïåðàòîð X, âèçíà÷åíèé â (3), áóäå ôóíäàìåí-
òàëüíîþ ñèìåòði¹þ. Çðîçóìiëî, ùî óìîâà X∗ = X (ñàìîñïðÿæåíiñòü) ðiâíî-
ñèëüíà òîìó ùî âñi êîåôiöi¹íòè xj â (3) ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Íåõàé X ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è (5) îäåðæó¹ìî

X2 =

3∑
j=0

x2jσ0 + 2

3∑
j=1

x0xjσj .

Òîìó X2 = σ0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X = ±σ0 àáî X = J~α, äå

J~α =
3∑
j=1

αjσj , ~α = (α1, α2, α3) ∈ S2

äå S2 = {~α ∈ R3 :
∑3

j=1 α
2
j = 1}. Òàêèì ÷èíîì íåòðèâiàëüíi ôóíäàìåíòàëüíi

ñèìåòði¨ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði C2 ìàþòü âèãëÿä X = J~α.

Îïèñ îïåðàòîðiâ C â ïðîñòîði Êðåéíà (C2, [·, ·]~α)

Çàôiêñó¹ìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèìåòðiþ J~α â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
(C2, (·, ·)) i ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Êðåéíà (C2, [·, ·]~α) ç iíäåôiíiòíîþ ìåòðèêîþ

[·, ·]~α = (J~α·, ·).

Ìåòîþ öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ îïèñ ìíîæèíè îïåðàòîðiâ C, òîáòî îïåðàòîðiâ,
çàäîâîëüíÿþ÷èõ óìîâè: (i) C2 = I; (ii) J~αC > 0.

Çàóâàæèìî, ùî çàçíà÷åíi óìîâè (i), (ii) ¹ åêâiâàëåíòíèìè äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåííÿ îïåðàòîðà ó âèãëÿäi C = J~αe

Q, äå Q ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì
â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði C2, ÿêèé àíòèêîìóòó¹ ç J~α. Âiäîìî [8], ùî òàêi îïå-
ðàòîðè C ¹ ó âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ âñiõ ìîæëèâèõ
J~α-îðòîãîíàëüíèõ ðîçêëàäiâ ïðîñòîðó Êðåéíà (C2, [·, ·]~α) íà ìàêñèìàëüíi ðiâ-
íîìiðíî äîäàòíi / âiä'¹ìíi ïiäïðîñòîðè.

Òåîðåìà 1 Ìíîæèíà âñiõ îïåðàòîðiâ C â ïðîñòîði Êðåéíà (C2, [·, ·]~α) çà-

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

C = −i sinh ρ sin ξJ~β + i sinh ρ cos ξJ~ζ + cosh ρJ~α, (6)

äå ξ ∈ R, ρ ≥ 0, âåêòîð ~β ∈ S2 ¹ îðòîãîíàëüíèì äî ~α ∈ S2 i ~ζ = ~α × ~β ¹

âåêòîðíèì äîáóòêîì ~α òà ~β.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî çàãàëüíèé âèãëÿä Q â ïðåäñòàâëåííi C = J~αe
Q. Äëÿ

öüîãî ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð J~β =
∑3

j=1 βjσj , äå âåêòîð
~β = (β1, β2, β3) ∈ S2.

Òàêèì ÷èíîì J~β ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèìåòði¹þ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði C2.

Ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî
∑3

j=1 αjβj = 0. Òîäi, ç óðàõóâàííÿì (5), îäåðæó¹ìî

J~αJ~β = i~α× ~β = −i~β × ~α = −J~βJ~α.
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Îòæå J~α i J~β ¹ àíòèêîìóòóþ÷èìè ôóíäàìåíòàëüíèìè ñèìåòðiÿìè â C2.

Àíàëîãi÷íî âiçüìåìî âåêòîð ~ζ ÿê (ñòàíäàðòíèé) âåêòîðíèé äîáóòîê âåê-
òîðiâ ~α i ~β. Òàêèì ÷èíîì âåêòîð ~ζ = ~α × ~β íàëåæèòü äî S2 i âií ¹ îðòîãî-
íàëüíèì äî âåêòîðiâ ~α, ~β. Ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ îäåðæó¹ìî, ùî
ôóíäàìåíòàëüíà ñèìåòðiÿ J~ζ àíòèêîìóòó¹ ç îïåðàòîðàìè J~α i J~β . Áiëüø òîãî,

J~αJ~β = iJ~ζ , J~αJ~ζ = −iJ~β. (7)

Çàóâàæèìî, ùî ïåðøà ðiâíiñòü â (7) âèïëèâà¹ ç (5) i îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà J~ζ .

Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî¨ äîñòàòíüî çãàäàòè, ùî ~ζ = ~α× ~β i âèêîðèñòàòè òîòîæ-
íiñòü Ëàãðàíæà

~α× [~α× ~β] = ~α(~α · ~β)− ~β(~α · ~α) = −~β.

Màòðèöi îïåðàòîðiâ J~α, J~β , J~ζ òà σ0 ¹ áàçèñîì äëÿ ïðîñòîðó ìàòðèöü äðó-

ãîãî ïîðÿäêó. Öå îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíèé îïåðàòîð Q äiþ÷èé â ïðîñòîði C2

ìîæå áóòè çàïèñàíèé â âèãëÿäi

Q = x0σ0 + x1J~β + x2J~ζ + x3J~α, xj ∈ C.

Óìîâà ñàìîñïðÿæåíîñòi îïåðàòîðà Q îçíà÷à¹, ùî âñi xj ìàþòü áóòè äiéñíèìè
÷èñëàìè. Äàëi, óìîâà àíòèêîìóòàöi¨ ç J~α îçíà÷à¹, ùî x0 = x3 = 0. Îòæå
îïåðàòîð C ìà¹ âèãëÿä

C = J~αe
x1J~β+x2J~ζ .

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî

x1J~β + x2J~ζ =
√
x21 + x22

(
x1√
x21 + x22

J~β +
x2√
x21 + x22

J~ζ

)
,

îäåðæó¹ìî
x1J~β + x2J~ζ = ρ(cos ξJ~β + sin ξJ~ζ) = ρZ ,

äå Z = cos ξJ~β + sin ξJ~ζ , ρ =
√
x21 + x22 i cos ξ = x1√

x21+x
2
2

, sin ξ = x2√
x21+x

2
2

.

Îïåðàòîð Z ¹ ñàìîñïðÿæåíèì â C2. Áiëüø òîãî,

Z2 = (cos ξJ~β + sin ξJ~ζ)
2 = (cos2 ξ + sin2 ξ)σ0 = σ0.

Îòæå Z ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèìåòði¹þ i

e
x1J~β+x2J~ζ = eρZ = cosh ρσ0 + sinh ρZ. (8)

Òàêèì ÷èíîì, áåðó÷è (8) òà (7) äî óâàãè, ìè îäåðæó¹ìî (6). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 1 Íåõàé ~α = (0, 0, 1), ~β = (1, 0, 0). Òîäi ~ζ = ~α × ~β = (0, 1, 0). Òîäi
J~α = σ3, J~β = σ1, J~ζ = σ2 i (6) íàáóâà¹ âèãëÿä

C =

(
cosh ρ sinh ρe−iξ

− sinh ρeiξ − cosh ρ

)
.
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Îïåðàòîðè ç C-ñèìåòðiÿìè

Íåõàé A � äîâiëüíèé îïåðàòîð â C2. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî A ìà¹ âëà-

ñòèâiñòü C-ñèìåòði¨, ÿêùî iñíó¹ òàêèé îïåðàòîð C = J~αe
Q, ùî

AC = CA.

Öå îçíà÷åííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèì äî îçíà÷åííÿ C-ñèìåòði¨ îïåðàòîðà A, ÿêå
íàâåäåíî ó âñòóïi. Ìåòîþ öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ çíàõîäæåííÿ òàêèõ óìîâ íà
J~α-ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð A, ÿêi ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ C-ñèìåòði¨ äëÿ A.

Ç [2] äiñòà¹ìî, ùî îïåðàòîð A, ñàìîñïðÿæåíèé â ïðîñòîði Êðåéíà
(C2, [·, ·]~α), âèçíà÷àþòü ÿê îïåðàòîð, çàäîâîëüíÿþ÷èé ñïiââiäíîøåííþ

J~αA
∗ = AJ~α, (9)

äå A∗ - ñïðÿæåíèé âiäíîñíî ïî÷àòêîâîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (1).

Áåðó÷è äî óâàãè (9), îïåðàòîð, ñàìîñïðÿæåíèé â ïðîñòîði Êðåéíà
(C2, [·, ·]~α), áóäåìî íàçèâàòè J~α-ñàìîñïðÿæåíèì.

Îõàðàêòåðèçó¹ìî âèïàäîê, êîëè îïåðàòîð A áóäå J~α-ñàìîñïðÿæåíèì. Ðîç-
êëàäàþ÷è A âiäíîñíî áàçèñó σ0, J~β , J~ζ òà J~α, îäåðæó¹ìî

A = x0σ0 + x1J~β + x2J~ζ + x3J~α. (10)

Âðàõîâóþ÷è, ùî J~α-ñàìîñïðÿæåíiñòü îïåðàòîðà A çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (9),
äiñòà¹ìî

J~αA
∗ = x0J~α + ix1J~ζ − ix2J~β + x3σ0, AJ~α = x0J~α − ix1J~ζ + ix2J~β + x3σ0.

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè, îäåðæó¹ìî, ùî A ¹ J~α-ñàìîñïðÿæåíèì òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó (10) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi:

x0 = x0, x3 = x3, x1 = −x1, x2 = −x2.

Çãàäóþ÷è (4), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî âèçíà÷íèê det A ¹ äiéñíèìè
÷èñëoì. Àíàëîãi÷íî ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ J~α, J~β J~ζ îäåðæó¹ìî, ùî ñëiäè
âiäïîâiäíèõ ìàòðèö áóäóòü íóëüîâèìè, òîáòî trJ~α = trJ~β = trJ~ζ = 0. Òîìó

ç (10) îäåðæó¹ìî, ùî ñëiä ìàòðèöi

tr A = 2x0

áóäå äiéñíèì ÷èñëoì.

Òåîðåìà 2 J~α-ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð A ìà¹ äiéñíèé ñïåêòð òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè

(tr A)2 ≥ 4det A.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ ∈ C ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A. Öå îçíà÷à¹, ùî
λ áóäå êîðåíåì âèçíà÷íèêà det(A−λσ0) = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è (4), îäåðæó¹ìî

det(A− λσ0) = (x0 − λ)2 −
3∑
j=1

x2j = det A− (tr A)λ+ λ2 = 0.

Îòðèìàíèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ äiéñíi êîðåíi λ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (tr A)2 −
4det A ≥ 0.

Íàñëiäîê 1 Íåõàé A ¹ J~α-ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì. ßêùî (tr A)2 <
4det A, òî äëÿ îïåðàòîðà A íå iñíó¹ îïåðàòîð C-ñèìåòði¨.

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi (tr A)2 < 4det A ñëiäó¹, ùî îïåðàòîð A áóäå ìàòè
êîìïëåêñíi âëàñíi çíà÷åííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî A ìà¹ C-ñèìåòðiþ C = J~αe

Q.
Òîäi A áóäå ñàìîñïðÿæåíèì âiäïîâiäíî íîðìè

(·, ·)C = [C·, ·]~α = (J~αC·, ·) = (J2
~αe
Q·, ·) = (eQ·, ·),

ùî ¹ íåìîæëèâèì (îñêiëüêè, êîìïëåêñíi âëàñíi çíà÷åííÿ).

Íàñëiäîê 2 Íåõàé A ¹ J~α-ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì. Òîäi äëÿ îïåðàòî-

ðà A iñíó¹ îïåðàòîð C-ñèìåòði¨ (çàäàíèé ôîðìóëîþ (6)), ÿêùî (tr A)2 >
4det A. Îïåðàòîð C âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. ßêùî (tr A)2 > 4det A, òî îïåðàòîð A ìà¹ äâà ðiçíèõ äiéñíèõ
âëàñíèõ çíà÷åííÿ λ1, λ2. Íåõàé f1 i f2 � âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨. Çàóâàæèìî,
ùî [f1, f2]~α = 0. Öå áåçïîñåðåäíüî ñëiäó¹ ç J~α-ñàìîñïðÿæåíîñòi A.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî [f1, f1]~α 6= 0. Íåõàé [f1, f1]~α = 0. Òîäi [f1, f ]~α = 0
∀f∈span{f1, f2} = C2, ùî ¹ íåìîæëèâèì. Òàêèì ÷èíîì [f1, f1] 6= 0. Àíàëîãi÷-
íî âñòàíîâëþ¹ìî, ùî [f2, f2] 6= 0.

Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê [f1, f1]~α · [f2, f2]~α > 0 òàêîæ íåìîæëèâèé. Äiéñíî,
ÿêùî [f1, f1]~α > 0 òà [f2, f2]~α > 0 àáî [f1, f1]~α < 0 òà [f2, f2]~α < 0, òî iíäåôiíiò-
íà ìåòðèêà [·, ·]~α áóäå ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (àáî ìiíóñ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì)
íà C2, ùî ¹ íåìîæëèâèì (iíäåôiíiòíà ìåòðèêà [·, ·]~α ¹ íåòðèâiàëüíîþ çà îçíà-
÷åííÿì). Îòæå [f1, f1]~α · [f2, f2]~α < 0.

Íåõàé, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, [f1, f1]~α > 0 òà [f2, f2]~α < 0. Â öüîìó âè-
ïàäêó ïðîñòið Êðåéíà (C2, [·, ·]~α) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñóìè:

C2 = L+[⊥]L−, (11)

äå L+ = span{f1} i L− = span{f2} ¹ âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíî äîäàòíiì i
ìàêñèìàëüíî âiä'¹ìíèì ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó Êðåéíà (C2, [·, ·]~α) [8]. Îïå-
ðàòîð C, ùî âiäïîâiäà¹ ðîêëàäó (11), áóäå îïåðàòîðîì C-ñèìåòði¨ äëÿ îïå-
ðàòîðà A. Çãiäíî Òåîðåìè 1 öåé îïåðàòîð C çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6), ïðè
ïåâíîìó âèáîði ïàðàìåòðiâ ξ ∈ R, ρ ≥ 0. Çàóâàæèìî, ùî òàêèé îïåðàòîð C
âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî (îñêiëüêè ïiäïðîñòîðè L± îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ
âiäïîâiäíèìè âëàñíèìè ôóíêöiÿìè).
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Çàóâàæåííÿ 1 Ãðàíè÷íèé âèïàäîê (tr A)2 = 4det A ¹ íåâèçíà÷åíèì ç òî÷-

êó çîðó iñíóâàííÿ îïåðàòîðiâ C. Êîðîòêî êàæó÷è, ¨õ ìîæå áóòè "áàãà-

òî"àáî âçàãàëi íå áóäå. Ïîÿñíèìî öåé ôàêò äîêëàäíiøå. Îòæå, ïðè âèêî-

íàííi óìîâè (tr A)2 = 4det A îïåðàòîð A ìà¹ ¹äèíå äiéñíå âëàñíå çíà÷åí-

íÿ λ. ßêùî λ âiäïîâiäàþòü äâi ëiíiéíî íåçàëåæíi âëàñíi ôóíêöi¨ f1, f2, òî
îïåðàòîð A íàáóâà¹ âèãëÿäó A = λσ0. Öåé îïåðàòîð êîìóòó¹ ç äîâiëüíèì

îïåðàòîðîì C-ñèìåòði¨. ßêùî æ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ âiäïîâiäà¹ òiëüêè

îäíà âëàñíà ôóíêöiÿ f1, òî ãåîìåòðè÷íà êðàòíiñòü λ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä àë-

ãåáðà¨÷íî¨ êðàòíîñòi. Öå îçíà÷à¹ ùî îïåðàòîð A íå áóäå ïîäiáíèì äî ñàìî-

ñïðÿæåíîãî. Îòæå äëÿ A íå iñíó¹ îïåðàòîðà C-ñèìåòði¨.
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Ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, à òàêæå â çàäà÷àõ
âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé. Â ñòàòüå ïðåäëîæåíû îðèãèíàëüíûå
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, à òàêæå ñõåìà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íåîäíî-
ðîäíîãî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ
Ñèëüâåñòðà, â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ëèíåéíûé ìàòðè÷íûé îïåðàòîð L,
ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîðîäíîé ÷àñòè îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíå-
íèÿ íå èìååò îáðàòíîãî.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ñèëüâåñòðà, ìàòðè÷íîå óðàâíå-
íèå Ëÿïóíîâà, ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû.

×óéêî Ñ. Ì., Ïðî ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü.

Ëiíiéíi ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåîði¨ ñòié-
êîñòi ðóõó, òåîði¨ óïðàâëiííÿ, à òàêîæ ó çàäà÷àõ ïðî âiäíîâëåííÿ
çîáðàæåíü. Ó ñòàòòi çàïðîïîíîâàíi îðèãiíàëüíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi,
à òàêîæ ñõåìà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíîãî óçàãàëüíåíîãî
ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ i, çîêðåìà, ðiâíÿííÿ Ñiëüâåñòðà, ó âèïàäêó, êîëè
ëiíiéíèé ìàòðè÷íèé îïåðàòîð L, âiäïîâiäíèé äî îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè
óçàãàëüíåíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ íå ìà¹ îáåðíåíîãî.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ñèëüâåñòðà, ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ
Ëÿïóíîâà, ïñåâäîîáåðíåíà ìàòðèöÿ.

S.M.Chuiko. The solution of the linear matrix equations. Linear
matrix equations widely used in the theory of stability of motion, control
theory and signal processing. We suggest an algorithm for �nding solutions
of the inhomogeneous generalized matrix equation and, in particular, the
Sylvester equation in general case when the linear matrix operator L,
corresponding to the homogeneous part of the linear generalized matrix
equation, has no inverse.
Keywords: Lyapunov matrix equation, Sylvester matrix equation,
pseudoinverse matrix.

2000 Mathematics Subject Classi�cation 15A24, 34Â15, 34C25.
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Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà, à òàêæå èõ îáîáùåíèÿ � ìàòðè÷íûå
óðàâíåíèÿ Ñèëüâåñòðà [1, 2, 3, 4, 6] øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè óñòîé÷èâî-
ñòè äâèæåíèÿ [3, c. 245], à òàêæå ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Ðèêêàòè è Áåðíóëëè [7]. Åñëè ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà õîðîøî èçó÷åíû [1, 6], òî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ñèëüâåñòðà è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî.
Â ñòàòüå [7] ïðåäëîæåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, à òàêæå ñõåìà ïîñòðîåíèÿ
÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà íà îñíîâå ïñåâäîîáðàùåíèÿ [9] îïåðà-
òîðà L, ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà.

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó ïñåâäîîáðàòíûõ (ïî Ìóðó-Ïåíðîóçó) ìàòðèö è ïðî-
åêòîðîâ, â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíû îðèãèíàëüíûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè,
à òàêæå ñõåìà íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé íåîäíî-
ðîäíîãî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ Ñèëü-
âåñòðà, â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ëèíåéíûé ìàòðè÷íûé îïåðàòîð L, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé îäíîðîäíîé ÷àñòè îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ íå èìååò
îáðàòíîãî. Íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ñåìåéñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé
íåîäíîðîäíîãî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèé
Ñèëüâåñòðà è Ëÿïóíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêòîðîâ è ïñåâäîîáðàòíûõ (ïî
Ìóðó-Ïåíðîóçó) ìàòðèö [3, 8, 10].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäóåì çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ðåøåíèé ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíå-
íèÿ

LX = A. (1)

Çäåñü L : Rβ×γ → Rα×δ � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ìàòðè÷íûé ôóíêöèîíàë,
X ∈ Rβ×γ � íåèçâåñòíàÿ ìàòðèöà, A ∈ Rα×δ � çàäàííàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì{

Θj

}β·γ
j=1

∈ Rβ×γ

åñòåñòâåííûé áàçèñ [11] ïðîñòðàíñòâà Rβ×γ . Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
èùåì â âèäå ñóììû

X =

β·γ∑
j=1

Θjcj , cj ∈ R1.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1) ê âèäó

β·γ∑
j=1

[
LΘj

]
cj = A.

Îïðåäåëèì îïåðàòîðM[A] : Rm×n → Rm·n, êàê îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöå A ∈ Rm×n âåêòîð-ñòîëáåö B := M[A] ∈ Rm·n, ñîñòàâ-
ëåííûé èç n ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, à òàêæå îáðàòíûé îïåðàòîð [8]

M−1
[
B
]

: Rm·n → Rm×n,
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êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó B ∈ Rm·n ìàòðèöó A ∈ Rm×n. Çà-
ìåòèì, ÷òî îïåðàòîð M[A], êàê è îáðàòíûé îïåðàòîð M−1[B], ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîì âèäå. Îïðåäåëèì ìàòðèöû

Υ1 := ( 1 ) ∈ R1×1, Υ2 := ( 1 0 0 1 )∗ ∈ R4×1,

Υ3 := ( 1 0 0 0 1 0 0 0 1 )∗ ∈ R9×1, ... .

Âåêòîð Υm ñîñòîèò èç m − 1 öåïî÷êè âèäà ( 1 0 0 ... 0 )∗ ∈ R(m−1)×1 è
çàêàí÷èâàåòñÿ åäèíèöåé:

Υm :=

(
1 0 0 ... 0 1 0 0 ... 0 ... 1 0 0 ... 0 1

)∗
∈ Rm

2×1.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ îïåðàòîðM[A] ïðåäñòàâèì â ÿâíîì âèäå:

M[A] =

(
In ⊗A

)
·Υn ∈ Rm·n.

Îïðåäåëèì òàêæå ìàòðèöû [8][
Emn

]
j

:=

[
Em1

]
j

⊗ In ∈ Rn×m·n,
[
Em1

]
j

:=

{
δij

}m
i=1

∈ R1×m;

çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêêåðà [11]. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíûé îïåðàòîð
M−1[B] ïðåäñòàâèì â ÿâíîì âèäå:

M−1[B] =
n∑
k=1

[
Emn

]
k

· B ·
[
Em1

]
k

.

ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Îáîçíà÷èì ìàòðèöû Ξj := LΘj ∈ Rα×δ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1)
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

Q c =M[A] (2)

îòíîñèòåëüíî âåêòîðà c ∈ Rβ·γ ; çäåñü

Q :=

{
M[Ξ1] M[Ξ2] ...M[Ξβ·γ ]

}
=

β·γ∑
j=1

{[
Eαβ1

]
j

⊗M[Ξj ]

}
∈ Rα·δ×β·γ .

Ïðè óñëîâèè
PQ∗M[A] = 0. (3)

è òîëüêî ïðè íåì óðàâíåíèå (2) ðàçðåøèìî

c = Q+M[A] + PQrcr, cr ∈ Rr,
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ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1) èìååò r-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé

X = Φ[A] + Ψ[cr],

ãäå

Φ[A] :=M−1
{
Q+M[B]

}
, Ψ[cr] :=M−1

[
PQrcr

]
.

Çäåñü Q+ � ïñåâäîîáðàòíàÿ (ïî Ìóðó-Ïåíðîóçó) ìàòðèöà [1, 11],

PQ : Rβ·γ×β·γ → N(Q), PQ∗ : Rα·δ×α·δ → N(Q∗)

� îðòîïðîåêòîðû ìàòðèö Q è Q∗.Ìàòðèöà PQr ñîñòàâëåíà èç r ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû-îðòîïðîåêòîðà PQ. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è âèä
îáùåãî ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (1) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Ïðè óñëîâèè (3) è òîëüêî ïðè íåì, óðàâíåíèå

(1) èìååò r-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé

X = Φ[A] + Ψ[cr], Φ[A] :=M−1
{
Q+M[B]

}
, Ψ[cr] :=M−1

[
PQrcr

]
.

Ïðè óñëîâèè PQ∗ 6= 0 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1)
èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé, ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1) ðàçðåøèìî ëèøü
äëÿ òåõ íåîäíîðîäíîñòåé A, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (3).

Ïðèìåð 1. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå îáùåãî âèäà

LX = A (4)

ðàçðåøèìî ïðè

LX :=
3∑
i=1

2∑
j=1

SiXRj +

∫ 1

0

∫ 1

0
U(t, s)XV (t, s) dtds;

çäåñü

S1 :=

 1 0
0 1
0 0

 , S2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , S3 :=

 0 0
0 0
0 1

 ,

R1 :=

 0 1 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 , R2 :=

 1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ,

U(t, s) :=

 t 0
t s
0 s

 , V (t, s) :=

 s s 0 0
0 s t 0
0 0 t t

 ,
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A :=

 84 905 350 3 018 490 14 616 420 −5 670 300
42 288 650 1 673 270 8 255 910 −3 126 750
−42 616 700 −1 345 220 −6 360 510 2 543 550

 .

Åñòåñòâåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R2×3 ñîñòàâëÿþò ìàòðèöû

Θ1 :=

(
1 0 0
0 0 0

)
, Θ2 :=

(
0 0 0
1 0 0

)
, ... , Θ6 :=

(
0 0 0
0 0 1

)
.

Êëþ÷åâàÿ ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ (4) ìàòðèöà

Q =
1

12



15 0 0 0 12 0
15 16 0 0 12 12
0 16 0 0 0 12
15 0 3 0 0 0
15 16 3 4 0 0
0 16 0 4 0 0
0 0 4 0 4 0
0 0 4 3 4 3
0 0 0 3 0 3
0 0 12 0 4 0
0 0 12 12 4 3
0 0 0 12 0 3


îïðåäåëÿåò ìàòðèöó-îðòîïðîåêòîð PQ∗ 6= 0, ïðè ýòîì äëÿ óðàâíåíèÿ (4) èìå-
åò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî óñëîâèå (3), ïîñòîëüêó,
ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà. Åäèíñòâåííîå (PQ = 0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4) ïðåäñòàâèìî â âèäå

X = Φ[A] =

(
8 500 808 −30 430 080 74 279 340
−3 976 935 11 872 080 −37 314 120

)
.

Ïðè óñëîâèè PQ∗ = 0 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1)
èìååò ìåñòî íåêðèòè÷åñêèé ñëó÷àé, ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1) ðàçðåøèìî äëÿ
ëþáîé íåîäíîðîäíîñòè A.

Ñëåäñòâèå. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (1) â íåêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå (PQ∗=0)
ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé íåîäíîðîäíîñòè A ∈ Rα×δ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå

(1) èìååò r-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé C = Φ[A] + Ψ[cr].

Ïðèìåð 2. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå îáùåãî âèäà

LX = A (5)

ðàçðåøèìî ïðè

L :=

∫ 2π

0
U(t)XV (t)dt, V (t) :=

 sin t cos t 0 0
0 sin t cos t 0
0 0 sin t cos t

 ;
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çäåñü

U(t) :=
1

π

(
sin t cos t

)
, A :=

(
1 0 1 0

)
.

Êëþ÷åâàÿ ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ (5) ìàòðèöà

Q =


1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1


îïðåäåëÿåò îðòîïðîåêòîðû PQ∗ = 0 è

PQ =
1

2



0 0 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0
0 −1 1 0 0 0
0 0 0 1 −1 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 0 0

 .

Ïîñêîëüêó PQ∗ = 0, ïîñòîëüêó äëÿ óðàâíåíèÿ (5) èìååò ìåñòî íåêðèòè÷å-
ñêèé ñëó÷àé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà. Îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (5)

X = Φ[A] + Ψ[cr]

îïðåäåëÿþò ìàòðèöû

Φ[A] =
1

2

(
2 0 1
0 1 0

)
, Ψ[cr] =

(
0 −c1 −c2
c1 c2 0

)
.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà è ñëåäñòâèå îáîáùàþò ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ðàç-
ðåøèìîñòè, à òàêæå ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà [7, 10] è
Ñèëüâåñòðà [8] íà ñëó÷àé ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1) îáùåãî âèäà è
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ [3, 4, 5, 15], ïðè
ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè è Áåðíóëëè [7, 13], à òàêæå
ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìàòðè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [12]. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íî [14] ìîãóò áûòü ïåðåíå-
ñåíû íà îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ òèïà Ñèëüâåñòðà, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå
ìàòðèöû ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé.

Acknowledgement. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñó-
äàðñòâåííîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Íîìåð ãîñóäàðñòâåí-
íîé ðåãèñòðàöèè 0115U003182.
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êðàòíîãî ñïåêòðó ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi.
Êëþ÷îâi ñëîâà: òðèêóòíi ìîäåëi, êîìóòàòèâíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåñàìî-
ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, âëàñíi âåêòîðè.

E. V. Oliynyk, The study of solutions of a class of nonlinear systems.
We have studied and described for systems of nonlinear equations. It is a
basis of the triangular model for commutative systems of non-selfadjoint
bounded operators. The case of a multiple spectrum of the spectral density.
Keywords: triangular model, commutative systems of linearnonselfadjoint,
eigenvectors.
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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà n íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ëåæèò â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíûõ ìîäåëåé
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äëÿ êîììóòàòèâíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ dimE = 3, J = I, α(x) = 0 è êðàòíîãî ñïåêòðà ãëàä-
êîé ìàòðèöû a(x) ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû
a(x) ïðè èçâåñòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ìàòðèö a(x), γ(x) è äåéñòâèè σ2 â
áàçèñå ýòèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, è òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâèòü ÿâíûé âèä
ðåøåíèé èçó÷àåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ïóñòü çàäàíà {A1, A2} êîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH, à òàêæå ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ϕ: H → E.

Ñîâîêóïíîñòü

∆ =
(
{A1, A2} ;H;ϕ;E; {σ1, σ2} ;

{
γ−
}

;
{
γ+
})
, (1)

ãäå {σk}21, {γ±} � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â E, íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâ-
íûì óçëîì [3], åñëè:

1. [A1, A2] = 0;
2. Ak −A∗k = iϕ∗σkϕ; σk = σ∗k; k = 1, 2;
3. σ1ϕA

∗
2 − σ2ϕA∗1 = γ−ϕ;

4. γ+ = γ− + (σ1ϕϕ
∗σ2 − σ2ϕϕ∗σ1) .

(2)

Ëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Ak}21
ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â óçåë [2].

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûé óçåë (1) êîãäà dimE = n <∞, ïðè÷åì σ1 = J
(J = J∗ = J−1) � èíâîëþöèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 (λ) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà A1 óç-
ëà ∆ (1)

S1 (λ) = I − iϕ(A1 − λI)−1ϕ∗σ1 (3)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ S1 (λ) [3] îïåðàòîðà A1 â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî
ñïåêòðà îïåðàòîðà A1 è àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ìàòðè÷íîé ìåðû Ñòèëü-
òüåñà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà èìååò âèä:

S1 (λ) = Sl (λ) ; Sx(λ) =

x
x∫

0

exp

{
iJa(t)dt

λα(t)

}
, (4)

ãäå α(t) � âåùåñòâåííàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0, l]
(0 < l < ∞), à ìàòðèöà a(t) ≥ 0 ðàçìåðà [n × n] òàêàÿ, ÷òî tr a(t) ≡ 1.
Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ a(·) ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ èç ìóëüòèïëèêà-
òèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ïîòàïîâà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè [7]. Èç (2)
ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ S1 (λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñïëå-
òàåìîñòè [3]: (

σ2λ+ γ−
)
JS1 (λ) = S1 (λ)

(
σ2λ+ γ+

)
J. (5)
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Çàäà÷à ïðîäîëæåíèÿ óñëîâèÿ ñïëåòàåìîñòè (5) âäîëü öåïî÷êè èíâàðè-
àíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà A1, êîòîðîé îòâå÷àåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå
ïðåäñòàâëåíèå Sx(λ) (4), ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ:

(σ2λ+ γ(x)) JSx(λ) = Sx(λ)
(
σ2λ+ γ+

)
J (∀x ∈ [0, l]). (6)

Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ñïëåòàåìîñòè (6) ýêâèâàëåíòíî
ñèñòåìå óðàâíåíèé:

[Ja(x), (σkα(x) + γ(x)) J ] = 0; x ∈ [0, l],

γ′(x)J = i [Ja(x), σkJ ] ; x ∈ [0, l],

γ(0) = γ+.

(7)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû γ(x) èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òðåóãîëüíûõ
ìîäåëåé êîììóòàòèâíûõ ñèñòåì îïåðàòîðîâ [3].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå è îïèñàíèå ðåøåíèé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (7) â ñëó÷àå dimE = 3, êðàòíîãî ñïåêòðà ìàòðèöû a(x), ïðè÷åì
äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà a(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, α(x) = 0
è J = I.

1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû a(x)
â ñëó÷àå êðàòíîãî ñïåêòðà

I. Èññëåäóåì ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû óñëîâèé ñïëåòàåìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà
dimE = 3 < ∞ , äëÿ a(x) ≥ 0, ïðè÷åì a(x) èìååò êðàòíûé ñïåêòð, ãäå
J = J∗ = J−1, à α(x) � âåùåñòâåííàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
íà [0, l] (0 < l < ∞). Ñèñòåìà óðàâíåíèé (7) â ñëó÷àå α(x) = 0, è J = I
ïðèìåò âèä: 

[a(x), γ(x)] = 0, x ∈ [0, l],

γ′(x) = i[a(x), σ2], x ∈ [0, l],

γ(0) = γ+.

(8)

Ïðîèíòåãðèðóåì ñèñòåìó (8), ïîëó÷èì{
γ(x) = i [A(x), σ2] + γ+;

[A′(x), γ(x)] = 0,
(9)

ãäå A(x) =
x∫
0

a(t)dt. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû

óðàâíåíèé (8) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàòðèöû-ôóíêöèè A(x) èç íåëèíåéíî-
ãî óðàâíåíèÿ

[A′(x), [A(x), σ2]− iγ0] = 0. (10)
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Òî åñòü íåîáõîäèìî íàéòè ìàòðèöó A(x) êàê ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ (10), à çàòåì îïðåäåëèòü γ(x) èç (9).

Ïóñòü a(x) � ãëàäêàÿ ìàòðèöà ñ êðàòíûì ñïåêòðîì. Âûáåðåì îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ hk(x)

hk(x) ⊥ hs(x), (k 6= s) , ‖hk(x)‖ = 1, (1 ≤ k, s ≤ 3) (11)

òàê, ÷òîáû a(x)hk(x) = µk(x)hk(x), ãäå µk(x) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-
ðèöû a(x). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ1(x) = µ2(x),
µ1(x) 6= µ3(x). Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì óðàâíåíèåì â (8):

γ′(x)hk(x) = ia(x)σ2hk(x)− iσ2a(x)hk(x) = ia(x)σ2hk(x)− iσ2µk(x)hk(x).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

〈σ2hk(x), hs(x)〉 = βsk(x), (1 ≤ k, s ≤ n) (12)

Ó÷èòûâàÿ σ2hk(x) =

3∑
s=1

βsk(x)hs(x), ïîëó÷èì, ÷òî

γ′(x)hk(x) = ia(x)σ2hk(x)− iµk(x)σ2hk(x) = i (a(x)− µk(x))σ2hk(x) =

= i
n∑
s=1

βsk(x) (a(x)− µk(x))hs(x) = i
∑
s 6=k

βsk(x) (µs(x)− µk(x))hs(x). (13)

Òîãäà

γ′(x)h1(x) = i

3∑
s=1

βs1(x) (µs(x)− µ1(x))hs(x) =

= iβ31(x) (µ3(x)− µ1(x))h3(x);

γ′(x)h2(x) = i
3∑
s=1

βs2(x) (µs(x)− µ2(x))hs(x) =

= iβ32(x) (µ3(x)− µ2(x))h3(x);

γ′(x)h3(x) = i
3∑
s=1

βs3(x) (µs(x)− µ3(x))hs(x) =

= i (µ1(x)− µ3(x)) (β13(x)h1(x)− β23(x)h2(x)).

(14)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) ïîëó÷èì
γ(x)h1(x) = ξ11(x)h1(x) + ξ12(x)h2(x);

γ(x)h2(x) = ξ12(x)h1(x) + ξ22(x)h2(x);

γ(x)h3(x) = ξ33(x)h3(x),

(15)

ãäå ξks(x) ∈ C, (1 ≤ k, s ≤ 3).
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (15)

γ′(x)h1(x) + γ(x)h′1(x) =
= ξ′11(x)h1(x) + ξ11(x)h′1(x) + ξ′12(x)h2(x) + ξ12(x)h′2(x).

(16)
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Óìíîæèì (16) íà h3(x) ñêàëÿðíî, ó÷èòûâàÿ (11), ïîëó÷èì

iβ31(x) (µ3(x)− µ1(x)) 〈h3(x), h3(x)〉+
+〈h′1(x), γ(x)h3(x)〉 =
〈ξ11(x)h′1(x), h3(x)〉+ 〈ξ12(x)h′2(x), h3(x)〉;
iβ31(x) (µ3(x)− µ1(x)) +
+(ξ33(x)− ξ11(x))〈h′1(x), h3(x)〉 = ξ12(x)〈h′2(x), h3(x)〉.

(17)

Àíàëîãè÷íî, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âòîðîå óðàâíåíèå (15) è äîìíîæèâ åãî ñêà-
ëÿðíî íà h3(x), ïðèäåì ê âûðàæåíèþ

iβ32(x) (µ3(x)− µ2(x)) +

+(ξ33(x)− ξ22(x))〈h′1(x), h3(x)〉 = ξ12(x)〈h′2(x), h3(x)〉, (18)

è, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15), ïîëó÷èì, ÷òî

γ′(x)h3(x) + γ(x)h′3(x) = ξ′33(x)h3(x) + ξ33(x)h′3(x);
i(β13(x)h1(x) + β23(x)h2(x)) (µ1(x)− µ3(x)) +
+γ(x)h′3(x) = ξ′33(x)h3(x) + ξ33(x)h′3(x);
〈h′3(x), γ(x)h3(x)〉 = ξ′33(x) + 〈ξ33(x)h′3(x), h3(x)〉;
ξ33(x)〈h′3(x), h3(x)〉 − ξ33(x)〈h′3(x), h3(x)〉 = ξ′33(x).

(19)

Òàêèì îáðàçîì, ξ′33(x) = 0, òî åñòü ξ33 íå çàâèñèò îò x. Óìíîæèì (16) ñêàëÿðíî
íà h1(x), ïîëó÷èì

iβ31(x) (µ3(x)− µ1(x)) 〈h3(x), h1(x)〉+
+〈h′1(x), γ(x)h1(x)〉 =
〈ξ11(x)h′1(x), h1(x)〉+ 〈ξ12(x)h′2(x), h1(x)〉+ ξ′11(x);
〈h′1(x), ξ11(x)h1(x) + ξ12(x)h2(x)〉 =
〈ξ11(x)h′1(x), h1(x)〉+ 〈ξ12(x)h′2(x), h1(x)〉+ ξ′11(x),

(20)

òî åñòü

ξ12(x)〈h′1(x), h2(x)〉 = ξ12(x)〈h′2(x), h1(x)〉+ ξ′11(x). (21)

Ïðè óìíîæåíèè (16) ñêàëÿðíî íà h2(x), ïîëó÷èì

ξ12(x) (〈h′1(x), h1(x)〉 − 〈h′2(x), h2(x)〉) +
+(ξ22(x)− ξ11(x))〈h′1(x), h2(x)〉 = ξ′12(x).

(22)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15) è óìíîæèâ åãî ñêàëÿð-
íî íà h1(x), à ïîòîì íà h2(x), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ξ12(x) (〈h′2(x), h2(x)〉 − 〈h′1(x), h1(x)〉) +

+(ξ11(x)− ξ22(x))〈h′1(x), h2(x)〉 = ξ12
′
(x);

(23)

ξ12(x)〈h′2(x), h1(x)〉 = ξ12(x)〈h′1(x), h2(x)〉+ ξ′22(x); (24)
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Ñëîæèâ (21) è (24), ïîëó÷èì, ÷òî ξ′11(x) + ξ′22(x) = 0. Èñïîëüçóÿ (17) è (18),
çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(ξ33 − ξ11(x))〈h′1(x), h3(x)〉 − ξ12(x)〈h′2(x), h3(x)〉 =

= iβ31(x) (µ1(x)− µ3(x)) ;

(ξ33 − ξ22(x))〈h′1(x), h3(x)〉 − ξ12(x)〈h′2(x), h3(x)〉 =

= iβ32(x) (µ2(x)− µ3(x)) .

(25)

Ðåøèì åå ïî ïðàâèëó Êðàìåðà

∆ =

∣∣∣∣ ξ33 − ξ11(x) −ξ12(x)

ξ33 − ξ22(x) −ξ12(x).

∣∣∣∣ =

= ξ12(x)(ξ33 − ξ22(x))− ξ12(x)(ξ33 − ξ11(x)).

∆1 =

∣∣∣∣ iβ31(x) (µ1(x)− µ3(x)) −ξ12(x)

iβ32(x) (µ2(x)− µ3(x)) −ξ12(x)

∣∣∣∣ =

= i (µ1(x)− µ3(x)) (β32(x)ξ12(x)− β31(x)ξ12(x)

∆2 =

∣∣∣∣ ξ33 − ξ11(x) iβ31(x) (µ1(x)− µ3(x))
ξ33 − ξ22(x) iβ32(x) (µ2(x)− µ3(x))

∣∣∣∣ =

= i (µ1(x)− µ3(x)) (β32(x)(ξ33 − ξ11(x))− β31(x)(ξ33 − ξ22(x)))

Òî åñòü, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî µ1(x) = µ2(x)

〈h′1(x), h3(x)〉 =
∆1

∆
=

=
i (µ1(x)− µ3(x)) (β32(x)ξ12(x)− β31(x)ξ12(x))

ξ12(x)(ξ33 − ξ22(x))− ξ12(x)(ξ33 − ξ11(x))

(26)

à

〈h′2(x), h3(x)〉 =
∆2

∆
=

=
i(µ1(x)− µ3(x)) [β32(x)(ξ33 − ξ11(x))− β31(x)(ξ33 − ξ22(x))]

ξ12(x)(ξ33 − ξ22(x))− ξ12(x)(ξ33 − ξ11(x))

(27)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ξ33
íå çàâèñèò îò x, è ïîñëå, óìíîæèâ åãî ñíà÷àëà íà h1(x), à ïîòîì íà h2(x),
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

(ξ33 − ξ11(x))〈h′3(x), h1(x)〉 − ξ12(x)〈h′3(x), h2(x)〉 =
= iβ13(x) (µ1(x)− µ3(x)) ;

−ξ12(x)〈h′3(x), h1(x)〉+ (ξ33 − ξ22(x))〈h′3(x), h2(x)〉 =
= iβ23(x) (µ1(x)− µ3(x)) .

(28)

Òàêæå ðåøèì åå ïî ïðàâèëó Êðàìåðà,

∆ =

∣∣∣∣ ξ33 − ξ11(x) −ξ12(x)
−ξ12(x) ξ33 − ξ22(x)

∣∣∣∣ =

= (ξ33 − ξ22(x))(ξ33 − ξ11(x))− ξ212(x);
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∆1 =

∣∣∣∣ iβ13(x) (µ1(x)− µ3(x)) −ξ12(x)
iβ23(x) (µ1(x)− µ3(x)) ξ33 − ξ22(x)

∣∣∣∣ =

= i(µ1(x)− µ3(x))(β23(x)ξ12(x) + β13(x)(ξ33 − ξ22(x)));

∆2 =

∣∣∣∣ ξ33 − ξ11(x) iβ13(x)(µ1(x)− µ3(x))
−ξ12(x) iβ23(x)(µ1(x)− µ3(x))

∣∣∣∣ =

= i(µ1(x)− µ3(x))(β23(x)(ξ33 − ξ11(x)) + β13(x)ξ12(x)).

Òî åñòü

〈h′3(x), h1(x)〉 =
∆1

∆
=

=
i (µ1(x)− µ3(x)) (β23(x)ξ12(x) + β13(x)(ξ33 − ξ22(x))

(ξ33 − ξ22(x))(ξ33 − ξ11(x))− ξ212(x)
,

(29)

à

〈h′3(x), h2(x)〉 =
∆2

∆
=

=
i (µ1(x)− µ3(x)) (β23(x)(ξ33 − ξ11(x)) + β13(x)ξ12(x))

(ξ33 − ξ22(x))(ξ33 − ξ11(x))− ξ212(x)
.

(30)

Èòàê, ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ 〈h′1(x), h3(x)〉, 〈h′2(x), h3(x)〉, 〈h′3(x), h1(x)〉,
〈h′3(x), h2(x)〉 â âèäå (26), (27), (29), (30).

2. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

II. Â ñëó÷àå, åñëè ξ12(x) ∈ R, è îïåðàòîð σ2 äåéñòâóåò íà áàçèñíûå âåêòîðà
{hk(x)}31 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ2h1(x) = ψ(x)h1(x),
σ2h2(x) = ν(x)h3(x),
σ2h3(x) = ν(x)h2(x),

(31)

ãäå ψ(x) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, à ν(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ,
ïîëó÷èì, ÷òî β12(x) = β21(x) = β13(x) = β31(x) = 0, β32(x) = ν(x),
β23(x) = ν(x). Òîãäà

〈h′1(x), h3(x)〉 =
i (µ3(x)− µ1(x))ϕ(x)

ξ22(x)− ξ11(x)
;

〈h′2(x), h3(x)〉 =
i(µ3(x)− µ1(x))ϕ(x)(ξ33 − ξ11(x))

ξ12(x)(ξ22(x)− ξ11(x))
;

〈h′3(x), h1(x)〉 =
i (µ1(x)− µ3(x))ϕ(x)ξ12(x)

(ξ33 − ξ22(x))(ξ33 − ξ11(x))− ξ212(x)
;

〈h′3(x), h2(x)〉 =
i (µ1(x)− µ3(x))ϕ(x)(ξ33 − ξ11(x))

(ξ33 − ξ22(x))(ξ33 − ξ11(x))− ξ212(x)
.

(32)
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Òàê êàê 〈hk(x), hs(x)〉 = 0, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî (〈hk(x), hs(x)〉)′ =
= 〈h′k(x), hs(x)〉+ 〈hk(x), h′s(x)〉 = 0, èëè

〈h′k(x), hs(x)〉 = −〈h′s(x), hk(x)〉. (33)

Â òàêîì ñëó÷àå

i (µ3(x)− µ1(x))ϕ(x)

ξ22(x)− ξ11(x)
= − i (µ1(x)− µ3(x))ϕ(x)ξ12(x)

(ξ33 − ξ22(x))(ξ33 − ξ11(x))− ξ212(x)
,

çíà÷èò, (ξ22(x)− ξ11(x))ξ12(x) = (ξ33 − ξ22(x))(ξ33 − ξ11(x))− ξ212(x).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 〈hk(x), h′k(x)〉 = iδk(x), à 〈h′1(x), h2(x)〉 = a(x) + ib(x), ãäå
δk(x), a(x), b(x) ∈ R. Èç (21) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

ξ′12(x) = iξ12(x)(δ1(x)− δ2(x)) + (ξ22(x)− ξ11(x))(a(x) + ib(x)). (34)

Ïðèðàâíÿâ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèÿì:

a(x) =
ξ′12(x)

ξ22(x)− ξ11(x)
, b(x) =

ξ12(x)(δ2(x)− δ1(x))

ξ22(x)− ξ11(x)
.

Òî åñòü 〈h′1(x), h2(x)〉 =
ξ′12(x)

ξ22(x)− ξ11(x)
+ i

ξ12(x)(δ2(x)− δ1(x))

ξ22(x)− ξ11(x)
.

Ðàçëîæèâ âåêòîðà h′k(x) ïî áàçèñó hk(x), ïîëó÷èì

h′k(x) =

3∑
s=1

〈h′s(x), hs(x)〉hs(x). (35)

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïðèäåì ê ñèñòåìå

h′1(x) = iδ1(x)h1(x) +

(
ξ′12(x) + iξ12(x)(δ2(x)− δ1(x))

ξ22(x)− ξ11(x)

)
h2(x)+

+
i (µ3(x)− µ1(x))ϕ(x)

ξ22(x)− ξ11(x)
h3(x);

h′2(x) =

(
−ξ′12(x) + iξ12(x)(δ2(x)− δ1(x))

ξ22(x)− ξ11(x)

)
h1(x) + iδ2(x)h2(x)+

+
i(µ3(x)− µ1(x))ϕ(x)(ξ33 − ξ11(x))

ξ12(x)(ξ22(x)− ξ11(x))
h3(x);

h′3(x) = − i (µ3(x)− µ1(x))ϕ(x)

ξ22(x)− ξ11(x)
h1(x)−

− i(µ3(x)− µ1(x))ϕ(x)(ξ33 − ξ11(x))

ξ12(x)(ξ22(x)− ξ11(x))
h2(x) + iδ3(x)h3(x).

(36)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ξks = const (k, s = 1, 3),

m =
ξ33 − ξ11

ξ12(ξ22 − ξ11)
, k =

ξ12
ξ22 − ξ11

, n =
1

ξ22 − ξ11
,

d(x) = (µ3(x)− µ1(x))ϕ(x). Òîãäà ñèñòåìà (35) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
h′1(x) = iδ1(x)h1(x) + ik(δ2(x)− δ1(x))h2(x) + ind(x)h3(x);

h′2(x) = −ik(δ2(x)− δ1(x))h1(x) + iδ2(x)h2(x) + imd(x)h3(x);

h′3(x) = −ind(x)h1(x)− imd(x)h2(x) + iδ3(x)h3(x).

(37)
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Ïóñòü fk(x) = exp
−i

x∫
0

δk(t)dt
. Òåïåðü ñèñòåìà (36) ïðèìåò âèä

f ′1(x) = ik(δ2(x)− δ1(x))exp
i
x∫
0

(δ2(t)−δ1(t))dt
f2(x)+

+ind(x)exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ1(t))dt
f3(x);

f ′2(x) = −ik(δ2(x)− δ1(x))exp
−i

x∫
0

(δ2(t)−δ1(t))dt
f1(x)+

+imd(x)exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ2(t))dt
f3(x);

f ′3(x) = −ind(x)exp
−i

x∫
0

(δ3(t)−δ1(t))dt
f1(x)−

−imd(x)exp
−i

x∫
0

(δ3(t)−δ2(t))dt
f2(x).

(38)

Â ñëó÷àå δ2(t) = δ1(t) ñèñòåìà ïðèìåò ðàíåå èçó÷åííûé âèä, à èìåííî

f ′1(x) = ind(x)exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ1(t))dt
f3(x);

f ′2(x) = imd(x)exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ2(t))dt
f3(x);

f ′3(x) = −ind(x)exp
−i

x∫
0

(δ3(t)−δ1(t))dt
f1(x)−

−imd(x)exp
−i

x∫
0

(δ3(t)−δ2(t))dt
f2(x),

(39)

ðåøåíèÿ êîòîðîé ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâè-

ÿõ. Íàïðèìåð, åñëè d(x) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, à nd(x)exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ1(t))dt
,

md(x)exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ2(t))dt
ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü m · exp

i
x∫
0

(δ3(t)−δ2(t))dt
=

= k · n · exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ1(t))dt
= k · v(x), ãäå k ∈ R, k 6= 0, òîãäà ñèñòåìà (39)

ïðèìåò âèä: 
f ′1(x) = iv(x)f3(x),

f ′2(x) = ikv(x)f3(x),

f ′3(x) = −iv(x)(f1(x) + kf2(x)),

fj(0) = f j0 , j = 1, 3

(40)

Ëåììà 1. Åñëè k ∈ R, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (40) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå: 
f1(x) =

if30√
1 + k2

expϕ(x),

f2(x) =
ikf30√
1 + k2

expϕ(x),

f3(x) = f30 exp
ϕ(x),

(41)
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ãäå ϕ(x) =
√

1 + k2

x∫
0

v(t)dt.

Äëÿ ñèñòåìû (38) ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ
a(x) = ik(δ2(x)− δ1(x))exp

i
x∫
0

(δ2(t)−δ1(t))dt
;

b(x) = ind(x)exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ1(t))dt
;

c(x) = imd(x)exp
i
x∫
0

(δ3(t)−δ2(t))dt
,

(42)

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a(x), b(x), c(x) � âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè,
òîãäà ñèñòåìà (38) ïðèìåò âèä

f ′1(x) = a(x)f2(x) + b(x)f3(x);

f ′2(x) = a(x)f1(x) + c(x)f3(x);

f ′3(x) = b(x)f1(x) + c(x)f2(x).

(43)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a(x), b(x), c(x) - âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïîëî-

æèì

A(x) = exp
2

x∫
0

a(t)dt
,

P (x) = (b(x) + c(x))exp
−

x∫
0

a(t)dt
,

Q(x) = (b(x)− c(x))exp

x∫
0

a(t)dt
.

(44)

Êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

Q′(x) := k(x)Q(x), (45)

(P (x)A2(x))′ = k(x)P (x)A2(x), (46)

P 2(x)A2(x) +Q2(x) =
1

2A(x)
exp
−

x∫
0

k(t)dt
, p > 0, p ∈ R, (47)

ãäå k(x) � âåùåñòâåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñèñòåìà (43)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

f1(x) = f1(0) +
1

2

√A x∫
0

P (t)f3(t)dt+
1√
A

x∫
0

Q(t)f3(t)dt

 (48)

f2(x) = f2(0) +
1

2

√A x∫
0

P (t)f3(t)dt−
1√
A

x∫
0

Q(t)f3(t)dt

 (49)

f3(x) = f3(0)cos
√
p

x∫
0

g1(t)dt+
2(b(0)f1(0) + c(0)f2(0))

√
p

sin
√
p

x∫
0

g1(t)dt. (50)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòå-
ìû, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé åå âèä

(f1(x) + f2(x))′ = a(x)(f1(x) + f2(x)) + (b(x) + c(x))f3(x);

(f1(x)− f2(x))′ = −a(x)(f1(x)− f2(x)) + (b(x)− c(x))f3(x);

f ′3(x) = b(x)f1(x) + c(x)f2(x).

(51)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè
F+(x) = exp

−
x∫
0

a(t)dt
(f1(x) + f2(x));

F−(x) = exp

x∫
0

a(t)dt
(f1(x)− f2(x)).

(52)

Òåïåðü ñèñòåìà (38) ïðèîáðåòàåò âèä

F ′+(x) = (b(x) + c(x))f3(x)exp
−

x∫
0

a(t)dt
;

F ′−(x) = (b(x)− c(x))f3(x)exp

x∫
0

a(t)dt
;

f ′3(x) = 1
2(b(x) + c(x))exp

x∫
0

a(t)dt
F+(x)+

+1
2(b(x)− c(x))exp

−
x∫
0

a(t)dt
F−(x).

(53)

Óïðîñòèì ñèñòåìó, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (44)
F ′+(x) = P (x)f3(x);

F ′−(x) = Q(x)f3(x);

f ′3(x) = 1
2P (x)A(x)F+(x) + 1

2Q(x)A−1(x)F−(x).

(54)

Ââåäåì óñëîâèÿ (45) è (46), òåïåðü ñèñòåìà (54) ïðèîáðåòàåò âèäB
′(x) = k(x)B(x) + (P 2(x)A2(x) +Q2(x))f3(x);

f ′3(x) =
1

2A(x)
B(x).

(55)

ãäå B(x) = P (x)A2(x)F+(x)+Q(x)F−(x). Ïóñòü G(x) = exp
−

x∫
0

k(t)dt
B(x), òîãäà

G′(x) = (P 2(x)A2(x) +Q2(x))f3(x);

f ′3(x) =
1

2A(x)
G(x)exp

−
x∫
0

k(t)dt
.

(56)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó, èñïîëüçóÿ (47) è, îáîçíà÷èâ g1(x) = P 2(x)A2(x)+

+Q2(x) = 1
2A(x)exp

−
x∫
0

k(t)dt
, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèÿì{
G′(x) = g1(x)f3(x);

f ′3(x) = pg1(x)G(x), p ∈ R .
(57)
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Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (57) è ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå, ïî-
ëó÷èì ñîîòíîøåíèå

f ′′3 (x)− g′1(x)

g1(x)
f ′3(x)− pg21(x)f3(x) = 0. (58)

Ðåøàÿ (58), ïîëó÷èì

f3(x) = f3(0)cos
√
p

x∫
0

g1(t)dt+ C2 sin
√
p

x∫
0

g1(t)dt. (59)

Èñïîëüçóÿ (52) è (54) íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ f1(x) è f2(x):

f1(x) + f2(x) = exp

x∫
0

a(t)dt
(
x∫
0

P (t)f3(t)dt+ f1(0) + f2(0)

)
,

f1(x)− f2(x) = exp
−

x∫
0

a(t)dt
(
x∫
0

Q(t)f3(t)dt+ f1(0)− f2(0)

)
.

(60)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (60) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå (48)
è (49).

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå äîêòîðó ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîðó Çîëî-
òàðåâó Â. À.
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Ââåäåíèå

Äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåñóðñà êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ â ïðîöåññå ýêñ-
ïëóàòàöèè ïîä âîçäåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêèõ è òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé è ñîäåð-
æàùèõ âíóòðåííèå íåîäíîðîäíîñòè � äåôåêòû òèïà òðåùèí, ïóñòîò, âêëþ÷å-
íèé, íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îáíàðóæåíèÿ òàêèõ äå-
ôåêòîâ è îïðåäåëåíèÿ èõ ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè
æåñòêèõ âêëþ÷åíèé âîçíèêàþò ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòîâ èíæåíåðíûõ êîí-
ñòðóêöèé, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ôóíäàìåíòîâ çäàíèé â ñòðîèòåëüíîé ìåõàíè-
êå, ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäèê ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèà-
ëîâ, ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàçâèòèÿ òðåùèí â êîíñòðóêöèÿõ.

Äëÿ îáíàðóæåíèÿ óêàçàííûõ äåôåêòîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê ìå-
òîäû íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ, îñíîâàííûå íà ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ýô-
ôåêòàõ, âîçíèêàþùèõ ïðè âçàèìîäåéñòâèè âíåøíèõ ïîëåé ñ èññëåäóåìûì
îáúåêòîì [1], [2], òàê è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû.

Çàäà÷à äèàãíîñòèêè âêëþ÷åíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ [3]�[7], [9].
Â [3] ïðåäëîæåí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè äåôåêòîâ ïî èçìåðåííûì çíà÷åíè-
ÿì ïåðåìåùåíèé è óñèëèé íà âíåøíåé ãðàíèöå óïðóãîãî òåëà, îñíîâàííûé íà
ïðèìåíåíèè ôóíêöèîíàëà âçàèìíîñòè. Ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò
âûðàçèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû äåôåêòà (êîîðäèíàòû öåíòðà, îðèåíòàöèþ
è ëèíåéíûé ðàçìåð äåôåêòà) ÷åðåç îòëè÷íûå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà
âçàèìíîñòè â âèäå ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé.

Â ðàáîòå [4] ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ôîðìû îòñëîèâøåãîñÿ
òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíå Êèðãõîôà-
Ëÿâà ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ íà âíåø-
íåé ãðàíèöå òåëà. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò ôîð-
ìà âêëþ÷åíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå çàäà÷è â îáùåì âèäå, âîçìîæíà èäåíòèôèêàöèÿ äåôåêòîâ òîëüêî äëÿ
ñëó÷àåâ, êîãäà èññëåäóåìàÿ îáëàñòü è âêëþ÷åíèå èìåþò êàíîíè÷åñêóþ ôîð-
ìó.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ è îðãàíèçàöèè ïðîöåññà èäåíòè-
ôèêàöèè â ðåæèìå ¾on-line¿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
àïïàðàòà îáðàòíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùåãî â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå âûïîë-
íÿòü ïðîöåäóðó èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ äåôåêòîâ ðåàëüíîé òîíêîñòåí-
íîé ñèñòåìû ïî èçìåðåííûì â ýêñïåðèìåíòå õàðàêòåðèñòèêàì íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì îáðàòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíà êàê êîýôôèöèåíòíàÿ (íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ) [5], ëèáî êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ çàäà-
÷à (íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîâðåæäåíèÿ) [6], [7].
Óêàçàííûå ïîñòàíîâêè ïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåïðåðûâíîé èçìåíÿ-
åìîñòüþ ñâîéñòâ.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïðîáëåì, âûçâàííûõ íåêîððåêòíîñòüþ îáðàòíûõ çàäà÷,
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ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óñëîâíî-êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè, îñíîâàííîé íà
èäåå ñóæåíèÿ êëàññà âîçìîæíûõ ðåøåíèé äî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, íà êîòî-
ðîì åå ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâî [8].

Äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îáðàòíîé çàäà÷è â ñëó÷àÿõ,
êîãäà ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ âåëèêî, ôóíêöèîíàë èìååò íåñêîëüêî
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ èëè ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî îâðàæèñòûì, èñïîëüçóþòñÿ ïåð-
ñïåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû [9].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü æåñòêîå âêëþ÷åíèå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ìåñòîïîëîæåíèå äåôåêòà, à äëÿ
óñòðàíåíèÿ íåêîððåêòíîñòè çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ðåøåíèå,
êîòîðûå ïðè ôîðìèðîâàíèè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îáðàòíîé çàäà÷è ïðèñî-
åäèíÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äåôîðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíîé óïðóãîé ïëàñòèíû
òîëùèíîé 2h, çàíèìàþùåé êîíå÷íóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G̃ = {X | X =
(x, y) ∈ R2, 0 ≤ x ≤ a; 0 ≤ y ≤ b} ñ ãðàíèöåé Γ, ãäå X = {(x, y)} � âåêòîð
êîîðäèíàò òî÷êè îáëàñòè G̃; a, b � ëèíåéíûå ðàçìåðû ïëàñòèíû. Ïëàñòèíà
íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî ê ïîâåðõíîñòè âíåøíåãî äàâëåíèÿ.

Âíóòðè îáëàñòè G̃ èìååòñÿ íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé
Gm, m = 1,M ñ òåíçîðàìè óïðóãèõ ìîäóëåé Cm

ijkl, îòëè÷íûìè îò ñâîéñòâ îñ-
íîâíîãî òåëà è âîçìîæíî ðàçíûìè äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè. Ïîëîñòü è æåñò-
êèå âêëþ÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè óïðóãîãî âêëþ÷åíèÿ
ñ òåíçîðàìè óïðóãèõ ìîäóëåé Cm

ijkl = 0 è Cm
ijkl =∞ ñîîòâåòñòâåííî.

Ëèíåéíî óïðóãîå òåëî ñ òåíçîðîì óïðóãèõ ìîäóëåé Cijkl çàíèìàåò îáëàñòü
G = G̃\

⋃
m
Gm. Óïðóãèå ñâîéñòâà îáëàñòè G ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè. Íà

ãðàíèöàõ âíóòðåííèõ ïîäîáëàñòåé è îáëàñòè G ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíîå ñöåï-
ëåíèå, íåïðåðûâíîñòü âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåíèå â ïëàñòèíå ìåñòîïîëîæåíèÿ
âêëþ÷åíèé. Óêàçàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû, îïèñûâàåìîé ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé êðàåâîé çàäà÷åé, à èìåííî êîîðäèíàò òî÷åê Xk, k = 1,K, â êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíû âêëþ÷åíèÿ.

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê îáðàòíàÿ çàäà-
÷à [8]. Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ âûñòóïàåò âåêòîð H(X) = {Xk}, êîìïîíåíòà-
ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷åê ïëàñòèíû, ãäå ðàñïîëîæåíû æåñò-
êèå âêëþ÷åíèÿ.

Èíôîðìàöèåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ H(X) ñëóæàò èçìå-
ðåííûå íà ïîâåðõíîñòè òåëà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê íàáëþäåíèé Xp, p = 1, P ,
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äåôîðìàöèè ε(X,H) = {ε11, ε12, ε22}

ε(X,H)|X=Xp = ε∗, p = 1, P .

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå è ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà I(H), õàðàêòåðèçóþùåãî ñðåäíåêâàäðà-
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òè÷íîå óêëîíåíèå ìåæäó èçìåðåííûìè ε∗ è âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè êîì-
ïîíåíò ôóíêöèè äåôîðìàöèé ε(Xp, H) â òî÷êàõ Xp:

H(X) = arg min
H∈H̄

I(H), (1)

I(H) =

∫
G̃

∑
p

(ε(Xp, H)− ε∗)2dG̃ H ∈ H; ε(Xp, H) ∈ U,

ãäå U,H�îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïðÿìîé è îáðàòíîé çà-
äà÷è.

Äåôîðìàöèè ε(Xp, H) â òî÷êàõ Xp âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðÿìîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì âåêòîðå H(X).

Ñóæåíèå êëàññà âîçìîæíûõ ðåøåíèé ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è äî íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâî, ïîçâîëÿåò ñôîðìó-
ëèðîâàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó â óñëîâíî-êîððåêòíîé ïîñòàíîâêå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåìàÿ òîíêàÿ ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåé íàãðóçêè q. Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíû ïðè èçâåñòíîì ìåñòîïîëîæåíèè âêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé çàäà÷åé è ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé
w(X,H) â âèäå:

δ Ý0 = δA, (2)

ãäå Ý0, A � ðàáîòà âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ñèë.
Çà îñíîâíûå íåèçâåñòíûå ïðÿìîé çàäà÷è ïðèíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé w(X,H). Òîãäà ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìà-
öèè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìàöèè ñðåäèííîé
ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ èçãèáà â âèäå:

Ý0 =

∫
G̃

(M11χ11 +M22χ22 + 2M12χ12)dG̃,

ãäå χij , i, j = 1, 2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþ-
ùèõ êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è ôóíêöèþ íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

χ11 = −∂
2w

∂x2
, χ22 = −∂

2w

∂y2
, χ12 = −2

∂2w

∂x∂y
. (3)

Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

A =

∫
G

qw(X,H)dG.

Âûðàæåíèÿ äëÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ M11, M22, M12 ñ ó÷åòîì çàêîíà
Ãóêà ïðèíèìàþò âèä:

M11 = −D(χ11 + νχ22); M22 = −D(χ22 + νχ11); M12 = −(1− ν)Dχ12,
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ãäå D � öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû.
Öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû ïðè íàëè÷èè â íåé âêëþ÷åíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðåìåííîé è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

D = D0 +
∑
k

D∗δ(X −Xk),

ãäå D0 =
E0h

3

12(1− ν2)
, D∗ � öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû è âêëþ÷åíèÿ

ñîîòâåòñòâåííî; E0 � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà ïëàñòèí; ν � êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà; δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà; Xk � êîîðäèíàòû òî÷åê ïëàñòèíû,
â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, k = 1, N .

Êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè äåôîðìàöèè íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, ãäå
ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå, îáðàçóþò âåêòîð ε(X,H) = {hχ11, hχ12, hχ22}T .

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà íåèçâåñòíûõ îáðàòíîé çàäà÷è
H(X) = {Xk}, k = 1, N , ñîñòàâëåííîãî èç êîîðäèíàò òî÷åê ïëàñòèíû, â êîòî-
ðûõ ðàñïîëîæåíû æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, ââåäåì ôóíêöèþ

uk(X) =

{
1, åñëè â òî÷êå Xk åñòü âêëþ÷åíèå,

0, åñëè â òî÷êå Xk íåò âêëþ÷åíèÿ.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííîé ôóíêöèè èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû ñ âêëþ÷åíèåì
(âêëþ÷åíèÿìè) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

D = D0 +
∑
k

D∗uk.

Òîãäà íåèçâåñòíûìè îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà
H(X) = {uk}, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (1).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ íà êðîìêàõ ïëàñòèíû x = 0,
x = a ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå:

w(0, H) = w′x(0, H) = 0; w(a,H) = w′x(a,H) = 0. (4)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ êðîìîê y = 0, y = b ÿâëÿþòñÿ åñòå-
ñòâåííûìè äëÿ óðàâíåíèÿ (2).

Ìåòîä ðåøåíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2), (4) è îáðàòíîé çàäà÷è (1)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèñêðåòíîé ìîäåëè ïëàñòèíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Èñïîëüçîâàíèå ÌÊÝ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèè òðåáóåò ïðåäñòàâëå-
íèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé çàäà÷è è èñêîìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ñèñòåìû â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Äëÿ ýòîãî íà îáëàñòè G̃ ââîäÿòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ñåòêè:

- ñåòêà ñ óçëàìè Xn äëÿ îïèñàíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïðÿìîé çàäà-
÷è, ãäå X = {Xn}, Xn = (xn, yn), n = 1, N , òîãäà ôóíêöèÿ, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïëàñòèíû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
âåêòîðà w(X,H) = {wn};
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- ñåòêà ñ óçëàìè Xp äëÿ îïèñàíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê èçìåðåíèé (âñå
óçëû Xp âûáèðàþòñÿ èç ÷èñëà óçëîâ Xn), ãäå X = {Xp}, Xp =
(xp, yp), p = 1, P ; òîãäà ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ äåôîðìàöèè ïëà-
ñòèíû â òî÷êàõ Xn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âåêòîðà ε(X,H) = {εp(H)},
ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé îïèñûâàþòñÿ âåêòîðîì èçìåðåííûõ çíà÷åíèé
äåôîðìàöèé {ε∗p} â òî÷êàõ Xp;

- ñåòêà ñ óçëàìè Xk äëÿ îïèñàíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê ïëàñòèíû, â êîòîðûõ
èìååòñÿ âêëþ÷åíèå (âñå óçëû Xk âûáèðàþòñÿ èç ÷èñëà Xn è íàõîäÿòñÿ
âíóòðè îáëàñòè G̃), ãäå X = {Xk}, Xk = (xk, yk), k = 1, N , òîãäà ôóíê-
öèÿ H(X), îïèñûâàþùàÿ ìåñòîïîëîæåíèå âêëþ÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå âåêòîðà H(X) = {uk}.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîé äèñêðåòèçàöèè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ïðÿ-
ìîé è îáðàòíîé çàäà÷ íà ýëåìåíòå çàäàþòñÿ äëÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò ïðè ïîìîùè àïïðîêñèìàöèé ÷åðåç óçëîâûå çíà÷åíèÿ.

Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä:∫
G̃

{δχij}T {Mij}dG̃−
∫
G̃

{δw}T {R}dG̃ = 0, i, j = 1, 2, (5)

{R} � âåêòîð îáúåìíîé íàãðóçêè.

Ñâÿçü ìåæäó êðèâèçíàìè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è ïåðåìåùåíèÿìè íà
ýëåìåíòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3), êîòîðûå â âåêòîðíîé ôîðìå
ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{χijn} = [L]{wn}, n = 1, N,

ãäå [L]�ìàòðèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíî-
øåíèÿ (5) ïðè çàäàííîé àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, è ñóììèðîâà-
íèè ìàòðèö ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé â âèäå:

A(u)w = R, (6)

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

N∑
j=1

(aij + bijuj)wj −Ri = 0, i = 1, N

ãäå w = {wj} � âåêòîð íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â óçëàõ ïëàñòèíû;
R = {Ri} � âåêòîð íàãðóçêè; A(u) = [ãij ] � ìàòðèöà æåñòêîñòè àíñàìáëÿ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êîìïîíåíòàìè ãij = (aij + bijuj), i, j = 1, N ; {uj} �
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âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé íàëè÷èå âêëþ÷åíèé â óçëàõ ïëàñòèíû; aij , bij �
êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (5) ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì êîìïîíåíòû aij õàðàêòåðèçóþò
æåñòêîñòü ïëàñòèíû áåç âêëþ÷åíèÿ, bij � íàëè÷èå æåñòêèõ âêëþ÷åíèé â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ óçëàõ ïëàñòèíû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî òî÷åê ïëàñòèíû, â êîòîðûõ èìååòñÿ
âêëþ÷åíèå, îãðàíè÷åíî, è ñïðàâåäëèâî óñëîâèå:

N∑
j=1

uj = K, (7)

ãäå K� îáùåå ÷èñëî òî÷åê îáëàñòè, çàíÿòîé âêëþ÷åíèåì (âêëþ÷åíèÿìè).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîé äèñêðåòèçàöèè ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà-
÷è îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì H = {uj}. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Q = {qm},
m = 1,M ,M = CK

N n-ìåðíûõ âåêòîðîâ qm, qm = {q1mq2m . . . qkm0 . . . 0}, â êî-
òîðûõ êîìïîíåíòû qkm , k = 1,K ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì óçëîâ, â êîòîðûõ
åñòü âêëþ÷åíèÿ, çíà÷åíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò ðàâíû åäèíèöàì, íà îñòàëüíûõ
(N −K) ïîçèöèÿõ ðàñïîëàãàþòñÿ íóëè.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ äåôåêòà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïðåäå-
ëåíèÿ âåêòîðà H = {uj} èç óñëîâèÿ (1), ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë â (1) ïîñëå
ïîäñòàíîâêè êîíå÷íîýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé çàäà÷è ïðèîáðåòà-
åò âèä:

I(H) =
1

2

P∑
p=1

(εp(H)− ε∗p)T (εp(H)− ε∗p). (8)

Òàê êàê êîìïîíåíòû âåêòîðà {εp(H)} îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (3)
ïóòåì ïîäñòàíîâêè â íèõ ðåøåíèé çàäà÷è (6), òî ê ôóíêöèè (8) íåîáõîäèìî
ïðèñîåäèíèòü óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Óñëîâèÿ (6)
è (7) ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ôóíêöèè (8) ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

I(H) =
1

2
(Bpwp − ε∗p)T (Bpwp − ε∗p) +

N∑
i=1

ϕi

 N∑
j=1

(aij + bijuj)wj −Ri

 +

+ϕ0

N∑
j=1

(uj −K), (9)

ãäå wp � íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â óçëàõ Xp; Bp � êîýôôèöèåíòû, îïðåäå-
ëÿåìûå èç óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè w(X) âíóòðè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà
è ñîîòíîøåíèé (3); ψ = (ϕ0, ϕi), i = 1, N � âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Èç óñëîâèé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè I(H) ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ
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óðàâíåíèé:

∀i, j = p (Bpwp − ε∗p) + ϕi

N∑
j=1

(aij + bijuj)−Ri = 0

∀i, j 6= p ϕi

N∑
j=1

(aij + bijuj)−Ri = 0

∀i, j
N∑
i=1

ϕi

N∑
j=1

bijwj + ϕ0 = 0 (10)

N∑
j=1

uj = K

Òîãäà çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {u∗j} ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç óñëî-
âèÿ (11)

u∗j =



1, åñëè ϕi

N∑
j=1

bijwj + ϕ0 < 0

0, åñëè ϕi

N∑
j=1

bijwj + ϕ0 > 0

ëþáîå ÷èñëî, ∈ [0, 1], åñëè ϕi

N∑
j=1

bijwj + ϕ0 = 0.

(11)

Åñëè óïîðÿäî÷èòü çíà÷åíèÿ ϕi

N∑
j=1

bijwj , i = 1, N ïî âîçðàñòàíèþ, òî

ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïîíåíò {q∗1mq∗2m . . . q∗km} â âåêòîðå
qm = {q1mq2m . . . qkm0 . . . 0}, ïðè êîòîðîé

N∑
i=1

ϕi

N∑
j=1

bijwj = min
N∑
i=1

ϕi

N∑
j=1

bijwj , i, j = 1, N.

Çíà÷åíèÿ ϕ0 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (7)ñ ó÷åòîì (11) â âèäå:

ϕ0 =
1

2

ϕk

N∑
j=1

bkjwj + ϕk+1

N∑
j=1

bk+1jwj

 . (12)

Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ

Îïèñàííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:
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1. Èíèöèàëèçèðîâàòü ïåðåìåííûå: l �íîìåð øàãà èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-
ñà; K�÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ åñòü âêëþ÷åíèå; H l = {ulj}, j = 1, N �
âåêòîð ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

2. Çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ: l = 0; K; H0 = {u0
j}, j = 1, N .

3. Ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó (6) ïðè èçâåñòíîì âåêòîðå H l, ïîëó÷èòü âåêòîð
{wn}, ìàòðèöó A(u) = [ãij ], ñôîðìèðîâàòü ôóíêöèîíàë (9).

4. Ñôîðìèðîâàòü ñèñòåìó (10), èç ðåøåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé
ñèñòåìû (10) îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ϕl

i, i = 1, N .

5. Ñôîðìèðîâàòü ϕl
i

N∑
j=1

bijwj , i = 1, N óïîðÿäî÷èòü çíà÷åíèÿ ïî âîçðàñ-

òàíèþ, âûáðàòü ïåðâûå K çíà÷åíèé.

6. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ϕ
(l)
0 èç óñëîâèÿ (12).

7. l = l + 1.

8. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà H l = {ulj}, j = 1, N èç óñëî-
âèÿ (11).

9. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ I l(H) > δ, ãäå δ � ìàëîå íàïåðåä çà-
äàííîå ÷èñëî; åñëè óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïåðåéòè ê øàãó 3, èíà÷å
ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó.

10. Êîíåö.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì áûë ïðèìåíåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæå-
íèÿ âêëþ÷åíèé (E1 = 2 · 1015 H/ì2 ) â òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå
(a/b = 1, a/2h = 100, E0 = 2 · 106 H/ì2, a, b, 2h � äëèíà, øèðèíà, òîëùè-
íà ïëàñòèíû) ïî èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì äåôîðìàöèé, êîòîðûå ôèêñèðóþòñÿ
äàò÷èêàìè, óñòàíîâëåííûìè íà ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû.

Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (2),(4), ìîäåëèðóþùåå ïðîöåññ èçìåðåíèÿ äåôîð-
ìàöèé ïëàñòèíû, âûïîëíÿëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì ìåñòîïîëîæåíèè âêëþ÷åíèÿ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ
äåôîðìàöèé, êîòîðûå â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàëèñü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà
íàáëþäåíèé ε∗.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà áûëà âûïîëíåíà èäåíòèôèêà-
öèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèé äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà â ïëàñòèíå èìåëîñü îäíî
è íåñêîëüêî âêëþ÷åíèé. Ìîäåëü ïëàñòèíû ñ äâóìÿ âêëþ÷åíèÿìè ïðåäñòàâ-
ëåíà íà ðèñ. 1, ìåñòîïîëîæåíèå âêëþ÷åíèé îòìå÷åíî òåìíûì ôîíîì, ïëî-
ùàäü âêëþ÷åíèÿ 1 ñîñòàâëÿåò 0.5% îò ïëîùàäè ïëàñòèíû, ïëîùàäü âêëþ÷å-
íèÿ 2 − 1%.
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Ðèñ. 1: Ìîäåëü ïëàñòèíû ñ âêëþ÷åíèÿìè

Äëÿ îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ
âêëþ÷åíèÿ áûë ñôîðìèðîâàí âåêòîð {uj}, j = 1, N . Íîìåðà êîìïîíåíò âåê-
òîðà {uj} ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì óçëîâ ïëàñòèíû è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
ðàâíûå 1 òàì, ãäå íàáëþäàþòñÿ íàèáîëüøèå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé äåôîðìà-
öèé ïëàñòèíû ñ âêëþ÷åíèåì îò çíà÷åíèé äåôîðìàöèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ ïëàñòèíû áåç âêëþ÷åíèÿ (íà ðèñ. 1 ýòè îáëàñòè âûäåëåíû ëèíèÿìè).
Â îñòàëüíûõ óçëàõ ñåòêè ïëàñòèíû çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {uj} âûáè-
ðàëèñü ðàâíûìè 0.

Äàëåå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {uj}, j = 1, N îïðåäåëÿþòñÿ â èòåðà-
öèîííîì ïðîöåññå èç óñëîâèÿ (11) è õàðàêòåðèçóþò ìåñòîïîëîæåíèå âêëþ÷å-
íèÿ (âêëþ÷åíèé).

Ðèñ. 2: Ðåçóëüòàò ïåðâîé èòåðàöèè äëÿ êàæäîãî èç âêëþ÷åíèé

Íà ðèñ. 2 à,b ïîêàçàí ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè àëãîðèò-
ìà èäåíòèôèêàöèè ïåðâîãî (ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 2à) è âòîðîãî (ñîîòâåòñòâóåò
ðèñ. 2b) âêëþ÷åíèé. Òåìíûì ôîíîì íà ðèñóíêå âûäåëåíû îáëàñòè, â êîòî-
ðûõ ðàñïîëîæåíû äåéñòâèòåëüíûå âêëþ÷åíèÿ, òî÷êàìè ñ íîìåðàìè îáîçíà-
÷åíû óçëû, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {uj} â ñîîòâåòñòâèè
ñ óñëîâèåì (11) ïðèíÿëè çíà÷åíèÿ ðàâíûå 1. Ýòè óçëû ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûì
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ïðèáëèæåíèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Êðåñòèêàìè ïîìå÷åíû
óçëû, êîòîðûå èñêëþ÷àþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåé èòåðàöèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì êîìïîíåíòû âåêòîðà {uj} ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ðàâíûå 0.

Âèäíî, ÷òî óæå íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿþòñÿ
îáëàñòè ïëàñòèíû, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû äåéñòâèòåëüíûå âêëþ÷åíèÿ.

Ðèñ. 3: Ðåçóëüòàò èäåíòèôèêàöèè âêëþ÷åíèé

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò èäåíòèôèêàöèè âêëþ÷åíèé, ïîëó÷åííûé
íà 4 èòåðàöèè.

Ðèñ. 4: Âèçóàëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èäåíòèôèêàöèè âêëþ÷åíèé:a �
äåéñòâèòåëüíîå âêëþ÷åíèå; b � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå; c � ðåçóëüòàò ïåðâîé
èòåðàöèè; d � ðåçóëüòàò âòîðîé èòåðàöèè; e � ðåçóëüòàò èäåíòèôèêàöèè.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû êàðòèíû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
ïëàñòèíû ñ âêëþ÷åíèåì, ïîëó÷åííûå íà èòåðàöèÿõ ïðîöåäóðû èäåíòèôè-
êàöèè, ðèñ. 4à ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîìó ðàñïîëîæåíèþ âêëþ÷åíèé,
ðèñ. 4å � ðåçóëüòàòó èäåíòèôèêàöèè.

Àíàëèç ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü êàê ìåëêèå âêëþ÷å-
íèÿ, èìåþùèå ðàçìåð ïîðÿäêà 1% îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ïëàñòèíû, òàê è
âêëþ÷åíèÿ, ëèíåéíûé ðàçìåð êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 5 � 7 % îò õàðàêòåðíîãî
ðàçìåðà ïëàñòèíû, ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâûøàåò 3%.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû
îïðåäåëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû âñåõ èìåþùèõñÿ â ïëàñòèíå âêëþ-
÷åíèé, åñëè îíè ðàçìåùåíû íà óäàëåíèè äðóã îò äðóãà. Äëÿ ãðóïïû áëèçêî
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ðàñïîëîæåííûõ ìåëêèõ âêëþ÷åíèé (ðàññòîÿíèå ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè ìåíü-
øå ëèíåéíîãî ðàçìåðà âêëþ÷åíèÿ) âîçìîæíà èäåíòèôèêàöèÿ òîëüêî ãðàíèö
îáëàñòè ìåñòîïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèé.

Ðèñ. 5: Èäåíòèôèêàöèÿ ãðóïïû âêëþ÷åíèé

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü ïëàñòèíû ñ ãðóïïîé ìåëêèõ áëèçêîðàñïî-
ëîæåííûõ âêëþ÷åíèé è ðåçóëüòàò èäåíòèôèêàöèè (îáëàñòü âêëþ÷åíèé âûäå-
ëåíà æèðíîé ëèíèåé).

Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü ‖ ε− ε∗ ‖ îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ íîðìû íåâÿçêè ||ε − ε∗|| íà
èòåðàöèÿõ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà (ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ îáîçíà÷åíà
ñïëîøíîé æèðíîé ëèíèåé). Èç àíàëèçà ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì
íîìåðà èòåðàöèè çíà÷åíèÿ ||ε− ε∗|| áûñòðî óìåíüøàþòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ðåçóëüòàòà èäåíòèôèêàöèè òðåáóåò âûïîëíåíèÿ òîëüêî ìàòðè÷íûõ îïå-
ðàöèé è ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ìåñòîïîëîæåíèå
âêëþ÷åíèé â òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé
çíà÷åíèé äåôîðìàöèé; îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è, îáåñïå÷èâàþò óñëîâíî-êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó
îáðàòíîé çàäà÷è; ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îïèñàíèÿ îáëàñòè äåôåêòà è ðàç-
ðàáîòàííûé àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè ñóùåñòâåííî ñîêðàùàþò êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà èäåíòèôèêàöèè;
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà âîçìîæíà èäåíòèôèêàöèÿ
ìåñòîïîëîæåíèÿ æåñòêèõ âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ. Â ïåðñïåêòèâå
ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ èäåíòèôèêàöèè æåñòêèõ
âêëþ÷åíèé íå òîëüêî â òîíêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèíàõ, íî è â äðóãèõ
òîíêîñòåííûõ ñèñòåìàõ � êðóãëûõ ïëàñòèíàõ, òîíêèõ îáîëî÷êàõ è ò.ï.
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1. Âñòóï

Îäèí iç àñïåêòiâ òåîði¨ êiëåöü ¹ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé êiëåöü çà äîïîìî-
ãîþ òåîði¨ ãðàôiâ. Êîæíèé ÷åðåïè÷íèé ïîðÿäîê ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¹þ
ìàòðèöåþ ïîêàçíèêiâ i äèñêðåòíî íîðìîâàíèì êiëüöåì. Áàãàòî âëàñòèâîñòåé
òàêèõ êiëåöü ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòüñÿ ¨õ ìàòðèöÿìè ïîêàçíèêiâ, çîêðåìà, ñà-
ãàéäàêè òàêèõ êiëåöü. Ïîðiâíÿíî íåäàâíî ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ ñòàëè îêðåìèì
îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ.

c© Çåëåíñüêèé Î. Â., Äàðìîñþê Â. Ì., 2015
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Ñóìà åëåìåíòiâ ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ ÷åðåïè÷íîãî ïîðÿäêó ¹ éîãî iíâàðiàíòîì i
âïåðøå çóñòði÷à¹òüñÿ â ðîáîòi [3]. Ñóìà åëåìåíòiâ ìàòðèöü ïîêàçíèêiâ çóñòði-
÷à¹òüñÿ â äîñëiäæåííi ÷àñòêîâî-âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí íà æîðñòêiñòü [2].
Ó çâ'ÿçêó ç äîñëiäæåííÿì ñàãàéäàêiâ ÷åðåïè÷íèõ ïîðÿäêiâ ñêií÷åííî¨ ãëî-
áàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi âèíèêëî ïèòàííÿ ïðî ìiíiìàëüíó ñóìó åëåìåíòiâ òàêîãî
ïîðÿäêó [4]. Äëÿ îäèíè÷íèõ ñàãàéäàêiâ îöiíêè ñóìè åëåìåíòiâ ìàòðèöi ïîêàç-
íèêiâ çíàéäåíi â [5]. Â ðîáîòi ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ ìàòðèöü ïîêàçíè-
êiâ, à ñàìå, äîñëiäæóþòüñÿ ñóìè åëåìåíòiâ çâåäåíèõ ìàòðèöü ïîêàçíèêiâ.

2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ E=(αij) ∈ Mn(Z)(Mn(Z) � öå êiëüöå ìàòðèöü ðîç-
ìiðíîñòi n ç öiëèìè åëåìåíòàìè).

Îçíà÷åííÿ 1. [1, ãë.14, ñ. 353]. Ìàòðèöÿ E=(αij), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ

íàñòóïíi óìîâè:

1) αij + αjk > αik äëÿ âñiõ i, j, k = 1, . . ., n,
2) αii = 0 äëÿ âñiõ i = 1, . . ., n,
íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïîêàçíèêiâ.

Ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

3) αij + αji > 1 äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, . . ., n} (i 6= j)
íàçèâà¹òüñÿ çâåäåíîþ ìàòðèöåþ ïîêàçíèêiâ.

Íåõàé E = (αij) � çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ.
Ââåäåìî ìàòðèöi E(1) = (βij) = E+En ∈Mn(Z), äå En � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ,
òà E(2) = (γij) ∈Mn(Z): γij = min

k
{βik + βkj}.

Îçíà÷åííÿ 2. [1, ãë.14, ñ. 357]. Ñàãàéäàêîì çâåäåíî¨ ìàòðèöi ïîêàçíè-

êiâ Q = Q(E) íàçèâà¹òüñÿ ñàãàéäàê, ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ÿêîãî çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ [Q] = E(2) − E(1).
Äëÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi ñàãàéäàêà Q ìà¹ìî íàñòóïíi ôîðìóëè:

qij = γij − βij = min
k

(βik + βkj)− βij = min

(
1, min

k 6=i, j
(αik + αkj − βij)

)
=

=min

(
1, min

k 6=i, j
(αik + αkj − αij)

)
.

qii = min
k

(βik + βki)− βii = min

(
2, min

k 6=i
(αik + αki)

)
− 1 =

= min

(
1, min

k 6=i
(αik + αki − 1)

)
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî qij=1 ïðè i6=j òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè αik+αkj>αij

äëÿ âñiõ k 6= i, j. qii = 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè αik + αki > 1 äëÿ âñiõ k 6= i.

Îçíà÷åííÿ 3. [1, ãë.14, ñ. 357]. Ñàãàéäàê Q íàçèâà¹òüñÿ äîïóñòèìèì,

ÿêùî icíó¹ çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ E, òàêà ùî Q(E) = Q.

3. Ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ iç çàäàíîþ ñóìîþ åëåìåíòiâ

Äëÿ çâåäåíî¨ ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ E = (αij) ∈ Mn(Z) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü αij + αji > 1 äëÿ âñiõ i 6= j. Îñêiëüêè òàêèõ ïàð åëåìåíòiâ ìàòðèöi
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ïîêàçíèêiâ, ÿêi ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi ¹ C2
n, òî ñóìà åëåìåí-

òiâ E íå ìåíøå, íiæ C2
n = n(n−1)

2 .

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 òà äîâiëüíîãî íàòó-

ðàëüíîãî k > n(n−1)
2 iñíó¹ çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ E ∈ Mn(Z) iç ñóìîþ

åëåìåíòiâ k.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ n = 2 � òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå, îñêiëüêè

(
0 α12

0 0

)
�

ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ äëÿ ∀α12 ≥ 1. Íåõàé n ≥ 3. Ðîçäiëèìî k íà n(n−1)
2

ç îñòà÷åþ. Òîáòî çíàéäåìî òàêi ÷èñëà q òà r, ùî k = q n(n−1)2 +r, 0 ≤ r < n(n−1)
2

(çà òåîðåìîþ ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ).

Îñêiëüêè k > n(n−1)
2 , òî q > 1. Çíàéäåìî òàêå ÷èñëî p, ùî p(p−1)

2 6

r < p(p+1)
2

(
p =

[
1+
√
1+8r
2

])
. Îñêiëüêè r < n(n−1)

2 , òî p < n. Íåõàé t =

r − (p−1)(p−2)
2 .

p(p− 1)

2
− (p− 1)(p− 2)

2
≤ t < p(p+ 1)

2
− (p− 1)(p− 2)

2
,

p− 1 ≤ t < 2p− 1.
Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ E = (αij) ∈Mn(Z), äå

αij =


0, äëÿ i = j,
q, äëÿ i < j,
αij = 1, äëÿ j < i 6 p,
αp+1,j = 1, äëÿ j 6 t,
αij = 0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Äîâåäåìî, ùî E ¹ çâåäåíîþ ìàòðèöåþ ïîêàçíèêiâ.

1. αii = 0 çà ïîáóäîâîþ ìàòðèöi E

2. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü αik + αkj > αij .

Îñêiëüêè q > 1, òî âñi åëåìåíòè E íå áiëüøi çà q. Òîìó ÿêùî αik = q àáî
αkj = q, òî íåðiâíiñòü αik + αkj > αij âèêîíó¹òüñÿ. Íåõàé αij = q à αik < q,
αkj < q. Òîäi i < j, k < i òà k ≥ j, ùî íåìîæëèâî. Îòæå, õî÷à á îäíå ç ÷èñåë
αij àáî αik äîðiâíþ¹ q i òîäi íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè åëåìåíòè αik, αkj , αij íå äîðiâíþþòü q, òîáòî
i > k > j. ßêùî i = k àáî k = j, òî íåðiâíiñòü î÷åâèäíà. Òîìó ðîçãëÿíåìî
âèïàäîê i > k > j. ßêùî i ≤ p, òî αik = 1. ßêùî æ i = p + 1, òî αkj = 1.
Â îáîõ âèïàäêàõ íåðiâíiñòü αik + αkj > αij âèêîíó¹òüñÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàä 1. Ïðè n = 4 òà k = 34 ìà¹ìî
n(n−1)

2 = 6, 34 = 5 · 6 + 4, òîìó q = 5, r = 4, p =
[
1+
√
1+8×4
2

]
= 3,

t = 4− 3×2
2 = 1, E =


0 5 5 5
1 0 5 5
1 1 0 5
1 0 0 0


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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîáóäîâàíî¨ ìàòðèöi E = (αij) ∈Mn(Z): αij ∈ {0, 1, q}.
Òîáòî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìíîæèíà çíà÷åíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi ñêëàäà¹òüñÿ
ç òðüîõ åëåìåíòiâ. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è çàâæäè ìîæíî ïîáóäóâàòè çâåäåíó
ìàòðèöþ ïîêàçíèêiâ E = (αij) ∈ Mn(Z) ç ñóìîþ åëåìåíòiâ k > n(n−1)

2 òàêèì
÷èíîì, ùîá ìíîæèíà çíà÷åíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi ñêëàäàëîñÿ ç äâîõ ÷èñåë?
Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ íåãàòèâíà. Äëÿ n = 3, k = 7 òàêî¨ ìàòðèöi íå iñíó¹.
Îñêiëüêè αii = 0, òî ìíîæèíà çíà÷åíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi {0, a}. ßêùî a = 1,
òî ìàêñèìàëüíà ñóìà åëåìåíòiâ ìàòðèöi

E =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 äîðiâíþ¹ 6 < 7. Îòæå, a > 1. Íåõàé åëåìåíò, ðiâíèé a,

çóñòði÷à¹òüñÿ â ìàòðèöi E m ðàçiâ, òîäi ma = 7, a > 1. Îòæå, a = 7, m = 1.
Òîáòî ìàòðèöÿ E ñêëàäà¹òüñÿ ç âîñüìè íóëüîâèõ åëåìåíòiâ òà åëåìåíòà 7. Àëå
α12 + α21 > 1, α13 + α31 > 1, α23 + α32 > 1. Îòæå, ñåðåä åëåìåíòiâ ìàòðèöi
ìà¹ áóòè ìiíiìóì òðè äîäàòíi. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è
âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà 1, ÿêùî äîáàâèòè óìîâó, ùî ñàãàéäàê áåç ïåòåëü?

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n > 4 òà äîâiëüíîãî íàòóðàëü-

íîãî k > n(n−1)
2 iñíó¹ çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ E ∈ Mn(Z) ç ñàãàéäàêîì

áåç ïåòåëü, ñóìîþ åëåìåíòiâ k, òà ìíîæèíîþ çíà÷åíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi

ïîòóæíîñòi 3.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìó ìàòðèöþ ïîêàçíèêiâ E âèãëÿäó:

0 1 q q ... q
0 0 q q ... q
α31 α32 0 1 ... 1
α41 α42 0 0 ... 1
... ... ... ... ... ...
αn1 αn2 0 0 ... 0

 .

Íåõàé p = 1 + (n−2)(n−3)
2 (öå ÷èñëî îäèíèöü â êâàäðàòíèõ áëîêàõ ìàòðèöi).

Ðîçäiëèìî ç îñòà÷åþ k − p íà 2n− 4:

k − p = (2n − 4)q + r, r < 2n − 4. Çàóâàæèìî, ùî k − p >n(n−1)
2 −(

1 + (n−2)(n−3)
2

)
= 2n− 4. Òîìó q > 1.

Ïîçíà÷èìî t =
[
r
2

]
+ 2. ßêùî t > 2, Òî α31 = α32 = αt1 = αt2 = 1. Iíøi

αij = 0 äëÿ i ∈ [t+ 2, n], j ∈ [1, 2]. ßêùî r íåïàðíå, òî αt+1,2 = 1.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåìî, ùî E � çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ.

1. αii = 0 (çà ïîáóäîâîþ ìàòðèöi E).

2. Îñêiëüêè q > 1, òî â ìàòðèöi ïîêàçíèêiâ E âèùå ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi
çíàõîäÿòüñÿ âñi åëåìåíòè, ÿêi íå ìåíøå îäèíèöi. Òîìó αij + αji > 1.
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3. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü
αik + αkj > αij (1)

ßêùî αij = 0, òî íåðiâíiñòü (1) î÷åâèäíà, òîìó äîñèòü ðîçãëÿíóòè äâà
âèïàäêè: αij = 1 òà αij = q.

Âèïàäîê a) αij = q. Ç ïîáóäîâè ìàòðèöi E âèïëèâà¹, ùî j > 3, i = 1 àáî
i = 2. Íåðiâíiñòü (1) íàáóäå âèãëÿäó: αik + αkj > q. Îñêiëüêè αik = q äëÿ
k > 3 òà αkj = q äëÿ k ∈ [1, 2], òî íåðiâíiñòü (1) âèêîíó¹òüñÿ.

Âèïàäîê á) αij = 1. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî íåðiâíiñòü (1) íå âè-
êîíó¹òüñÿ. Òîäi αik = αkj = 0. ßêùî i = k, òî αkj = αij , ÿêùî k = j, òî
αik = αij , ÿêùî i = j, òî αij = 0, òîìó iíäåêñè i, k, j ïîïàðíî íå ñïiâïàäàþòü.
Ðîçãëÿíåìî ÿêèõ çíà÷åíü ìîæå íàáóâàòè iíäåêñ k. k > 2, îñêiëüêè ïðè k = 1,
k 6= j αkj > 0.

ßêùî k = 2, òî j = 1 (äëÿ iíøèõ j 6= k αkj > 0). Çà ïîáóäîâîþ ìàòðèöi E ,
ÿêùî αi2 = 0, òî i αi1 = 0. Òîìó k 6= 2.

ßêùî k ∈ [3, n] òîäi i > k (áî αik > 0, äëÿ i < k), ÿêùî j ∈ [1, 2] òî
ç òîãî, ùî αkj = 0 âèïëèâà¹, ùî αij = 0. Îòæå, i, j, k ∈ [3, n]. Îòðèìàëè

ñóïåðå÷íiñòü, îñêiëüêè


0 1 ... 1
0 0 ... 1
... ... ... ...
0 0 ... 0

 � ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ, òîìó âè-

ïàäîê αik = αkj = 0, αij = 1 íåìîæëèâèé. Îòæå, íåðiâíiñòü (1) âèêîíó¹òüñÿ.
Äëÿ ìàòðèöi E âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1)- 3), òîìó E � çâåäåíà ìàòðèöÿ ïî-

êàçíèêiâ. Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ [1, n] iñíó¹ òàêå j, ùî αij + αji = 1. Òîìó Q(E)
� ñàãàéäàê áåç ïåòåëü.

Îòæå, E � çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ ðîçìiðíîñòi n ç ñóìîþ åëåìåíòiâ
k, òà ñàãàéäàêîì áåç ïåòåëü. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé n = 7, k = 46: p = 11, k − p = 35, 2n − 4 = 10,
35 = 3 · 10 + 5, q = 3, r = 5

E =



0 1 3 3 3 3 3
0 0 3 3 3 3 3
1 1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0


.

Âèñíîâîê: Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 òà äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
k > C2

n iñíó¹ çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ ðîçìiðíîñòi n òà ñóìîþ åëåìåíòiâ k.
Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n > 4 òà äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k > C2

n iñ-
íó¹ çâåäåíà ìàòðèöÿ ïîêàçíèêiâ ðîçìiðíîñòi n ç ñàãàéäàêîì áåç ïåòåëü òà
ñóìîþ åëåìåíòiâ k. Ïðè÷îìó çàâæäè ìîæíà ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ïîêàçíèêiâ
ç çàäàíîþ ñóìîþ k > C2

n, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç òðüîõ ðiçíèõ åëåìåíòiâ.
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ÀÍÀÒÎËÈÉ ÔÈËÈÏÏÎÂÈ× ÃÐÈØÈÍ (íåêðîëîã)

9.09.1941 - 10.02.2015

10 ôåâðàëÿ 2015 ãîäà óêðàèíñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ïîíåñëà íåâîñ-

ïîëíèìóþ óòðàòó � ñêîðîïîñòèæíî ñêîí÷àëñÿ âûäàþùèéñÿ õàðüêîâñêèé ìà-

òåìàòèê, ïðèçíàííûé àíàëèòèê, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî-

ôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Õàðüêîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíè-

âåðñèòåòà èìåíè Â.Í.Êàðàçèíà Àíàòîëèé Ôèëèïïîâè÷ Ãðèøèí.

Àíàòîëèé Ôèëèïïîâè÷ ðîäèëñÿ 9 ñåíòÿáðÿ 1941 ãîäà â íåáîëüøîì çàâîä-

ñêîì ãîðîäå Äðóæêîâêà Äîíåöêîé îáëàñòè â ðàáî÷åé ñåìüå. Ñ 1958 ïî 1963

ãîä îáó÷àëñÿ íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì (çàòåì ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì)

ôàêóëüòåòå Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Óæå ñ 3-ãî êóðñà ïðèíèìàåò ó÷àñòèå

â íàó÷íîé ðàáîòå êàê ÷ëåí ãîðîäñêîãî ñåìèíàðà ïî àíàëèçó Áîðèñà ßêîâëå-

âè÷à Ëåâèíà, áóäóùåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Àíàòîëèÿ Ôèëèïïîâè÷à. Ñ

ýòîãî ìîìåíòà âñÿ åãî ïîñëåäóþùàÿ æèçíü óæå íåðàçðûâíî ñâÿçàíà ñ ìàòå-

ìàòè÷åñêèì àíàëèçîì.

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà Àíàòîëèÿ Ôèëèïïîâè÷à áûëà ïîñâÿùåíà àíàëèòè÷å-

ñêèì ôóíêöèÿì íóëåâîãî ïîðÿäêà â ïîëóïëîñêîñòè. Ê ýòîé òåìàòèêå îí âîç-

âðàùàëñÿ íåîäíîêðàòíî. Òàê, îäíà èç ïîñëåäíèõ åãî ðàáîò (ñîâìåñòíàÿ ñ àñ-

ïèðàíòîì Íãóåí Âàí Êóèíåì) ïîñâÿùåíà öåëûì ôóíêöèÿì íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà Àíàòîëèé Ôèëèïïîâè÷ ïîñòóïàåò â àñïèðàí-

òóðó ïðè êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ñ ýòîãî ìîìåíòà âñÿ åãî æèçíü
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ñâÿçàíà ñ ýòîé êàôåäðîé.

Ïîñëå çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè "Î ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà ñóáãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé"Àíàòîëèé Ôèëèïïîâè÷ ðàáîòàåò àññèñòåíòîì, çàòåì äî-

öåíòîì. Â 1992 ãîäó îí çàùèùàåò äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ "Ñóáãàðìîíè÷å-

ñêèå ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà�, âñêîðå ïîñëå ýòîãî ñòàíîâèòñÿ ïðîôåññî-

ðîì, çàòåì çàâåäóþùèì êàôåäðîé.

Íàó÷íûå èíòåðåñû Àíàòîëèÿ Ôèëèïïîâè÷à áûëè ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ðîñòà

è ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îí

ïîëó÷àåò òîíêèå îöåíêè ñíèçó ñóáãàðìîíè÷åñêèõ â ïëîñêîñòè ôóíêöèé âíå

èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ. Îí ââîäèò íîâîå ïîíÿòèå ïîëíîé ìåðû äëÿ ñóá-

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëóïëîñêîñòè. Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíîå ïîíÿòèå

ïîçâîëèëî åìó ïåðåíåñòè íà àíàëèòè÷åñêèå è ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â

ïîëóïëîñêîñòè ìíîãèå ðåçóëüòàòû òåîðèè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ Àçàðèíà, à

òàêæå ïîëó÷èòü àíàëîãè âòîðîé îñíîâíîé òåîðåìû Íåâàíëèííû äëÿ ïîëó-

ïëîñêîñòè.

Ñðåäè äðóãèõ ðàáîò À.Ô. Ãðèøèíà îòìåòèì öèêë ñòàòåé îá èíòåðïîëÿ-

öèè â êëàññå öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûì èíäèêàòîðîì,

äîêàçàòåëüñòâà íîâûõ òåîðåì òàóáåðîâà òèïà, à òàêæå çàìå÷àòåëüíóþ ëåììó

î äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, ïîëó÷èâøóþ íàçâàíèå "ëåììà Ãðèøè-

íà".

Ýòà ëåììà íàøëà ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé è â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ. Ñìûñë åå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìåðà Ðèññà íà ìíîæåñòâå, ãäå íåîòðèöà-

òåëüíàÿ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íóëü, òàêæå

íåîòðèöàòåëüíà. Êàê âûÿñíèëîñü âïîñëåäñòâèè, áîëåå ñëàáûå âåðñèè ýòîãî

óòâåðæäåíèÿ ðàíåå áûëè íåçàâèñèìî ïîëó÷åíû Âàëå-Ïóññåíîì, Áðåëî, Êàòî,

Ã.Ëåâè.

Àíàòîëèé Ôèëèïïîâè÷ ÿâëÿëñÿ ïðèçíàííûì ýêñïåðòîì â îáëàñòè ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà: ê íåìó âñåãäà ìîæíî áûëî îáðàòèòüñÿ ïî ñàìûì òîíêèì

âîïðîñàì è ïîëó÷èòü èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò.

Ëåêöèè Àíàòîëèÿ Ôèëèïïîâè÷à êàê ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, òàê è

ïî ñïåöèàëüíûì êóðñàì îòëè÷àëèñü òùàòåëüíîé ïðîäóìàííîñòüþ è ñòðîãî-

ñòüþ èçëîæåíèÿ. Îí ïîäãîòîâèë áîëüøîå êîëè÷åñòâî àñïèðàíòîâ, åãî ó÷åíèêè

óñïåøíî ðàáîòàþò â Óêðàèíå, ÑØÀ, Èçðàèëå. Ïîñëåäíèå 15 ëåò À.Ô.Ãðèøèí

ðóêîâîäèë ñåìèíàðîì ïî àíàëèçó, â êîòîðîì è íà÷èíàëñÿ åãî íàó÷íûé ïóòü.

Äîëãîå âðåìÿ áûë ïðåäñåäàòåëåì Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Àíàòîëèé Ôèëèïïîâè÷ áûë øèðîêî ýðóäèðîâàííûì, äîáðîæåëàòåëüíûì,

îñòðîóìíûì ÷åëîâåêîì, ïðåêðàñíûì ðóêîâîäèòåëåì, êîëëåãîé è äðóãîì,

ïîëüçîâàëñÿ áîëüøèì àâòîðèòåòîì ñðåäè ìàòåìàòèêîâ êàê Óêðàèíû, òàê è

äðóãèõ ñòðàí. Îí íàâñåãäà îñòàíåòñÿ â íàøåé ïàìÿòè.

Þ.Â. Ãàíäåëü, Â.Ä. Ãîðäåâñêèé, Ã.Í. Æîëòêåâè÷, Â.È. Êîðîáîâ,

Ê. Ã. Ìàëþòèí, È.È. Ìàð÷åíêî, À.Â. Ðåçóíåíêî, Ã.Ì. Ñêëÿð,

Ì.Ë. Ñîäèí, Ñ.Þ. Ôàâîðîâ.


